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Vorwort. 



Potential functioD, welche schoü (rOiier vieüack 
bei der Befamdleng physikalischer Fragen angewaadt 
wurde, gewioot ia oeoe^vZ^^I^ 4iic|»)er mehr an Wich- 
tigkeit, je mehr es gelingt;/ die physikaliücheü Eiiadiei- 
nongen aus den Wirkoagev- v<Hi:1£lemeDlarkrttfieii m er- 
klUreo uod sie daduix^b auf emtj^dßh^ meehaiiisciie Priaa- 
pien znrttckzuMiren. Ich brauche m dieser BezieiMiiig 
nur die schönen Untersachungen von Nechunn, Kira- 
HOFF, iii^iMHOLTz, W. TflOMSON u. a. ZU erinaeTD. Es ist 
aber, wie ich glaube, gegenwirtig lir den Physiker 
nicht ganz ieichl, sich Uber die Grundbegriffe dieser 
Theorie, über die Bedeutung und Eigenschaflen der in 
ihr vorkommenden Grossen und über die Falle , in wei* 
chen sie angewandt weiden dürüBn, sa beleiuen, weil er 
dieses nirgends vollständig zasammengestelll findet. 



IV 

Die wichtigsten Arbeiten dieser Art , welche existi- 
reu, sind die Abhandlungen von Green ^) und Gauss 

Indessen hehandeli GuEErs den allgemeinen Theil sehr 
kurz, und gebt dann gleich zu Anwendungen auf Elec% 
tricitai und Magnetismus über. Gauss geht allerdings auf 
die Fundamental^tze der Potentiailheorie spcciellei- ein, 
es scheint mir aber , als ob einige der Beweise sich ein- 
facher uihI auscimuiicher fuhren lassen , als es bei ihm 
geschehen ist. Ausserdem wird ein Hauptbegriff, wel- 
cher sich in neuerer Zeit als ein wesentlicher Bestand- 
theil der Potentiailheorie herausgestellt hat, bei Green 
noch gar nicht und bei Gauss nur gelegentlich und un- 
vollständig behandelt. Ich meine die Grösse, welche die 
mechanische Arbeit darstellt, und welche man aus der 
ursprünglich in der Potenüaltheorie betrachteten Func- 
tion durch Integration erhält. Diese Grösse, welche man 
Zuweilen mit demselben Worte bezeichnet hat , wie die 
Function , aus der sie abgeleitet ist , muss doch von der 
letzteren wohl unterschieden werden, und ich habe da- 
her schon in meinen früheren Arbeiten vorgeschlagen, 

i] An Essay on Ihe Applicnlion of niüthemalical Anaiysis to the Ibco- 
rics of Elociricity and Magnetism ; I>y (ir.oRGE Grekn. NoUingham 4828. 
Wieder abgedruckt in Cbeli.e's Joura. Ii. 4 4 und 47. 

2) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhdll- 
nisse des Quadrats der Eiilfernung wiikenden Anziehungs- und Abstos- 
sangskräfte. Resultate aus den Beobachtungen dun inagnelischen Vereins 
im Jahre 4 839. 



zur Vermeidung von Missverslöndnissen die beiden Na- 
men PotentialfanctioD und Potential anza^ven^ 
den. Ferner igt bei der lelzlereo Grosse noch weiter das 
Potential einer Masse auf eine andere und das 
Potential einer Masse auf sich selbst zu unter- 
scheiden. 

Aus den angeführten Gründen schien es mit zeilge- 
mass zu sein^ die Bedeutung der in der Potentialtheorie 
vorkommenden Grössen und ihie wicljtigsten Eigen- 
schaften im Zusammenhange und mit einiger Vollstän- 
digkeit darzustellen. Dabei werde ich aber auf die An- 
wendungen dieser Grössen, wie sie bei Gauss und Green 
vorkommen , theils um weitere allgemeine Satze über die 
Wukungeu der anziehenden und abstossenden Kräfte 
aus ihnen abzuleiten , theils um das Verhalten der Elec- 
tricitat und des Magnetismus näher zu bestimmen, in 
dieser Schrift nicht eingehen, um ihre Grenzen nicht zu 
weit auszudehnen. 

Wie man aus dieser Angabe des Zweckes ersehen 
kann, iiaudelt es sich in der Schrift nicht darum, wesent- 
lich neue Resultate milzutheilen , sondern, was darin 
meiner Meinung nach als neu zu betrachten ist, ist nur 
die Art der Zusammenstellung und ein grosser Tlieil der 
Beweisführung. Wenn ich vielleicht an einigen Stellen in 
den Auseinandersetzungen etwas breiter bin, als für die 



Mathematiker von Fach nothweedig wäre , so wird das 
wohl aeine BntschaidigQQg darin finden, dass ich glaubte« 
dadurch den Physikern, welchen der Natur der Sache 
nach die mathematiachen Operationen nicht so gelttufig 
sein können , wie den eigentlichen Mathematikern , leich- 
ter veibläadlich zu weiden. 

Zürich, den 23. Januar 1859. 

B. Claiuiiui. 
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Berichtigungen . 



S. 64 , uiileräU: Zßile der Anoiei-kung, ist zu lesen : 

U dU . „ V dU 

S. 73, unterste Zeile, ist im Neuner unter dem Integralzeichen zu lesen : 



L Die Fotentialfimction 



Um die Bedeutung der Potcntialfunction und den Grund 
ihrer EinfÜhruDg in die Mechanik und maihemaiische Physik 
klar SU erkennen , wird es zweckmässig sein , ein Wenig zu- 
rUckzui^ reifen und zuerst eine allgemeine Function zu betrach- 
ten, welche dazu dient, l)ei einer j^n-ssen Klasse von mechani- 
schen Kräften die zu ihrer Beslimnjung nolhwendij^en Grössen 
auf eine einfache Weise darzustellen. Dann werden uir durch 
weitere Specialisirung der Kräfte auf naturgemassem Wege von 
selbst zu dem Begriffe der Potentiallunction gelangen. 

§. «. 

Es sei ein beweglicher Pud et p im Räume mit den Goor- 
dinaten cc, y und z gegeben , auf welchen beliebige KrUfle w ir- 
ken, die wir uns in eine Gesammtkrafi P zusümmengesetzt den- 
ken wollen. Diese Kraft wird , abgesehen davon ^ dass sie an 
einer bestimmten Stelle mit der Zeit veränderlich sein kann, 
auch für eine bestimmte Zeit im Allgemeinen an verschiedenen 
Stellen des Raumes verschieden sein. Um sie für alle Stellen 
des Raumes vollständig zu bestimmen , mUssen drei Functionen 
der Raumcoordinaten gegeben sein, eine fUr die Grösse der Kraft 
und zwei iür ihre Richtung. Denken wir uns die Gesammtkraft 
P in drei nach den Coordinatenrichtongen wirkende Gomponen- 
ten Ä', )' und Z zerlegt, so können wir auch sagen: zur voll- 

G 1 a.u « i a s , PoleDtiairuoclion. i 



ständigen Bestimmung der Kraft müssen die drei Gomponenten 
als FuDctioDeo der Raumcoordinateo bekannt sein. 

Diese drei Functionen können , wenn man nur von Kräften 

im Allgemeinen spricht, als ganz von einander unabhängig an- 
gesehen werden, indem sich aus jeden drei Componenten eine 
Kraft zusammensetzen lässt. Betrachtet man aber die in der 
Wirklichkeit vorkommenden Kräfte , so findet man , dass deren 
Componenten sehr hfiufig in einer eigenthDmHchen Besiebung 
zu einander stehen , indem sie nämlich durch die drei pifferen- 
tialcoefficienten einer und deiseiben Function der drei Raum- 
coordinaten dargestellt werden. Man kann also in solchen Fäl* 
len, wenn ü diese Function bedeutet, schreiben : 

Damit dieses möglich sei , müssen bekanntlich die Puno- 
tionßn Xf Y und Z folgende Bedingungsgleichungen erfüllen : 

Oy dx ; dM djß dx ^ dM * 
Demnach bilden die Functionen dieser Art unter allen mathe- 
niatisch möglichen Functionen nur einen sehr specieüen Fall. 
Dessenungeachtet ist dieser Fall bei der Betrachtung der Natur- 
erscheinungen von der grössten Wichtigkeit, weil er, wie wir 
weiter unten sehen werden, eine Art von Kräften umfassl, 
welche schon bisher eine sehr bedeutende Rolle in der Physik 
spielten , und wahrscheinlich noch eine viel allgemeinere Be* 
deutung haben, als früher angenommen wurde. . 

§. 3. 

Wenn diese Besiebung zwischen den Gomponenten der 

Kraft stattfindet, so wird dadurch die Betrachtung der Kraft und 
ihrer Wirkungen aussei uidentlich erleichtert. Während man 
sonst drei einzeln gegebene Functionen in Rechnung zu bringen 
hat, hat man es jetzt nur mit einer solchen zu thun, aus wel- 
cher alle auf die Kraft bezüglichen Grössen auf einfache Weise 
abgeleitet werden können. 
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Wie man leicht sieht, wird unter VoraussetsuDg der Glei- 

cbuDgen (1) die ganze auf den Punct p wirkende Kraft P darge- 
stellt durch : 



und die Winkel , welche diese Kraft mit den Goordinalenrich- 
tungen bildet, und deren Cosinus o, 6undc heissen mdgen, 

werden besiimuil durch die Gleichungen : 

dU dU dü 

(4) 6-^; C-4-. 

Will man lerner von der Kraft P die in irgend eine vorge- 
schriebene Richtung s fallende Componente S haben , so lässt 
sich diese ebenfalls sehr einfach ausdrücken. Sei nttmüch 9 der 
Winkel I welchen die Richtung s mit der Richtung der Kraft bil- 
det, so ist: 

S = Pcosg) , 

wofür man, wenn a, ß und y die Cosinus der Winke) siiid, 
welche die Richtung $ mit den Goordinatenricbtungen bildet, 
schreiben kann:| 

8 =s P{aa^bß-i-cy) . 
Die drei Cosinus a , b und c sind schon durch die Gleichungen 
(i) bestimmt, und die drei anderen Cosinus lassen sich eben- 
falls leicht ausdrücken. Bezeichnen nSlmlich in den Differential- 

coefficienten , und die Zähler die Yeränderungeu, 

welche die Goordinaten des Punctes p dadurch erleiden, dass 
dieser in der Richtung s um das StUck dt verschoben wird, 

so ist: 

,e, dx dy dz 

«"=^5 y-^- 

Durch Einsetzung dieser Werthe der sechs Cosinus geht die 
vorige Gleichung Uber in : 

dkv ' ds dy ' ds dM ' ds ^ 

und in dieser Gleichung lässt sich die ganze rechte Seite durch 



den einfacbeii Diirerentialcoefficienten ersetzen, worin der 

Zähler dU die Veränderung bedeutet ^ welche ü dadurch erlei- 
det, dass der Punct p in der Richtuof; ^ um cb verschoben wird. 

Man erhält also : 

(•) s - 

d. h. es gilt iUr die beliebige Richtung 5 eine ebensolche Glei-* • 
chung wie diejenigen, welche unter (4 ) fUr die drei Goordinalen- 
richtungen angenommen wurden. 

r 

Die Function ü l^ann ferner dazu dienen, die Richtung und 
Grösse der Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes geome- 
trisch anschaulich darzustellen. 

Schreiben wir: 
(7) U^A , 

worin A irgend eine Gonstante- bedeutet, so ist dieses die Glei- 
chung einer Flache. Durch Differentiation dieser Gleichung 
kommt : 

Hierin sind dx^ dy und dz die Gomponenten einer kleinen Ver- 
schiebung dSf welche der Punct wenn er gezwungen ist» in 
jener Fläche zu bleiben, in derselben erleiden kann. Dividiren 
wir diese Gleichung durch P und ds, so kommt : 

dü dU ' dV 

dx dx dy dy , dx dl ^ 

Die i)üidcu lactoren jedes der drei Glieder, ausweichen hiei- 
die Unke Seite besteht , stellen nach den Gleichungen (4) und 
(5) die Gosinus der Winkel dar, welche die Kraft P und die 
Verschiebung d» mit einer der Goordinatenrichtungen bilden. 
Demnach bedeutet die ganze linke Seite den Cosinus des Win- 
keis zwischen der kraft und der Verschiebung , und da dieser 
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Cosinus der Gleichung zuio%e Nuil ist, so ist der VViükeleia 
rechter. 

Dasselbe gilt für jede Verschiebung , welche der Punct p 
von seiner Anfangslage aus innerhalb der Flache erleiden kann, 

und es folgt daraus, dass die an dieser Stelle wirkende Kraft 
auf der Flache senkrecht ist; und ebenso verhält es sich natür- 
lich auch an allen anderen Stellen der FIttche. Demnach hat die 
durch Gleichung (7) dargestellte Flüche die Eigenschaft, dass sie 
für alle in ihr gelegenen Puncto durch ihre Normalen die Rich- 
tungen der Kraft anzeii;t. Sie spielt also in Bezug auf die be- 
trachtete Krafl dieselbe Uoile, wie die Oberfläche einer ruhenden 
Flüssigkeit in Bezug auf die Schwerkraft, und man nennt sie 
daher eine NiveaufUche. 

Fui^t man zu der Gonstanten A noch eine unendlich kleine 
constanie firü^se a hinzu, so stellt die daduich entstehende 
neue Gleichung 

eine zweite Fläche dar, welche der ersten im Allgemeinen un- 
endlich nahe liegt, und dieselben Eigenschaften hat, wie jene. 
Bezeichnen wir den senkrechten Abstand dieser beiden Flächen 

von einander an irgend einer Stelle mit e, so ist der Bruch 

offenbar nichts anderes als der Diüerentialcoefficient wenn 

n die an der betrachteten Stelle auf der ersten Flache nach der 
zweiten hin errichtete Normale bedeutet. Dieser Differential- 

coefficicnt stellt die in die Richtung der Normale f<dlende Com- 
ponente der Kraft dar, und da dem Vorigen nach die ganze 
Kraft auf der Fläche senkrecht ist , so stellt der Differentialcoef- 
ficient, abgesehen vom Vorzeichen, die an dieser Stelle wirkende 
ganze Kraft dar. Ob das Vorzeichen des Difierentialcoefßcienten 
positiv oder neaativ ist, d. h. ob die Kraft von der ersten zur 
zweiten Fläche geht, oder umgekehrt, hHngt davon ab, ob fUr a 
eine positive oder negative Grösse gewählt ist. Setzen wir das 
Erstere voraus, so können wir schreiben : 



6 



(9) i>= f . 

In diesem Bruche ist nur e von der Lage des betrachteten Ponc- 

tes in der Fläche abhängig, während a Consta nt ist, und es folgt 
daher, dass die Kraft an den verschiedenen Stellen der ersten 
Flache dem Abstände der sweiten Fläche umgekehrt proper^ 
tional ist. 

Zugleich sieht man, dass, wenn die Kraft In der Fläche 
überall ehdlich ist, die beiden Flächen sich nicht schneiden küa- 
QCD , weil fUr die Durchschnittslinie £ as 0 und somit P unend- 
Uoh werden mttsste. 

Denkt man sich nun ein ganzes System solcher Flächen 
construirt , von denen jede sich von der vorhergehenden nur 
dadurch unterscheidet, dass die Gonstanle um einen, in allen 
Fällen gleichen, unendlich kleinen Werth vergrOssert ist, so las- 
sen diese Flächen an jeder Stelle des Raumes durch ihre Rich- 
tung und Ihren gegenseitigen Abstand die Richtung und Grosse 
der KralL erkennen. 

Man kann die Function welche dem Vorigen nach alle 
Elemente xur Bestimmung der Kraft auf eine so einfache Weise 
liefert, die Kraftfun et Ion nennen. 

§. 5. 

Unter den Fällen , In welchen eme Kraftfunction existirt, 
ist der wichtigste der, wo die Kraft, welche auf den gegebenen 
Punot wirkt, sich zerlegen lässtin Gentraikräfte, d. h. In 

anziehende oder abstossonde Kräfte, welche von 
bestimmten Puncten des Bau nies ausgehen, und um 
diese herum nach allen Seiten gleich stark wirken, 
so dass ihre Stärke nur von der Entfernung ab- 
hängt. 

Sei p' mit den Coordinaten x\ y und z ein solcher Punct, 
und bezeichnen wir den Abstand zwischen /} und mit r, in- 
dem wir setzen : 
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(10) r«s /(flj'-ai)»+(» , 

80 muss die Stärke der Kraft sich durch eine Function von r 

darstellen lassen, und sie sei mit f{r) bezeichnet, wobei voraus- 
gesetzt seto soll, dass ein positiver Werth dieser Function 
eine anziehende und ein negativer eine abstossende 
Kraft bedeute. Die Bichiung der Kraft ist bestimmt durch die 
Lage der tieiden Puncto su einander, und zwar haben die Cosi- 
nus der Winkel, welche die positive Kraflrichtunjj mit den drei 
Coordinateoricbtungen bildet, folgende Werthe: 

r ' r * r * 
Hieraus ergeben sich sofort die in die drei Coordinalen- 
richtungen faJienden Gomponenten der Kraft. Beschränken wir 
uns zunächst auf die in die oj-Bichtung fallende Gomponente, 
50 ist diese : 

Nun ist aber nach (40) : 

dr _ x'-'X 

r ' 

und dadurch geht die vorige Gleichung über in : 

Wir Wüllen mm eine neue Function von r einfuhren, welche 
das negative integral der vorigen ist , indem wir setzen : 

(11) F(r) = -Jf{r]dr , 
woraus folgt: 

Ar). 

Dadurch» dass die Grösse r von den Coordinaten z des 

Ponctes p abhängt, ist auch F(r) mittelbar eine Function dieser 
drei Grossen» und wir können schreiben : 

dF[r) _ dF(r) dr ft \ 

4(0 4r • dS"" ~ f^^flß • 

Der lettte Ausdruck Isl derselbe, welchen wir vorher für die 

Componente X gefunden haben. Dasselbe , was für diese Com- 



ponente gilt, gilt natürlich auch für die beiden anderen, und 
wir erhalten somit die Gleichungen : 

rtft y-=^; Z=^. 

Man sieht hieraus, dass F(r), als Function von x be- 
trachtet, die Kraftfunction für den vorliegenden Fall ist. 

Dieses Resullat lüsst sich sogleich erweitern auf den Fall, 
wo gleichieitig mehrere Puncle auf den gegebenen Punctp wir- 
ken. Sei p\ ein zweiter Punct, sein Abstand vomPuncte p heisse 

r, und die von ihm ausgehende Kraft werde ihrer Stärke nach 
durch die Function f^ir^] ausgedrückt; so bilden wir zunächst 
die Function : 

und iLdnnen dann die nach der x-Ane gehende Oomponente 

dieser Kraft durch darstellen. Dasselbe gilt itii eioen 

dritten, vierten etc. Punct, und man erhält daher, wenn eine 
beliebige Anzahl von Punclen wirkt, für die nach der o^-Axe 
gehende Gomponente der Gesammtkrafi einen Ausdruck von 
folgender Form : 

- lP(r) + F,(r,) + F,(r,) + etc.] 

oder wenn man die Summe von Functionen unter ein Summen- 
zeichen zusammenfasst : 

Ganz entsprechende Ausdrücke gelten natürlich für die bei- 
den anderen Gomponenten , wobei die Summe von Functionen 
für alle drei Falle dieselbe bleibt. Von den in dieser vorkom- 
menden Grössen r , , etc. enthält jede die CoaipouenteD 
eines der wirksamen Puncto , und ausserdem enthalten alle die 
Gomponenten x , y und ji des Puncto« p, welcher die Wirkung 
erleidet. Wir können also, ebenso wie jede einzelne der Funo- 
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lioneD, so auch ihre Summe als eine Functiou voo y und a 
belracbieD, und wollen ^ur Abkttnuog Selzen : 

(18) U^2F(r) . 

Bann isl : 

(14) »--f ; ^--i-. 

und ü isl soinil die kraflfunction. 

§. 6. 

Wir wollen nun unsere Annahmen Uber die Kraft noch 
weiter specialisiren. 

Die Anziehungs- und Abslossungskrüfte, von welchen vor- 
her nur vorausgesolzt wurde, dass sie sich durch irgend weiche 
Functionen der Entfernungen darstellen lassen, sollen den 
Quadraten der Entfernungen umgekehrt propor- 
tional sein. 

Ferner wollen wir nicht blos von Puncten sprechen, welche 
anziehend oder abstossend auf einander wirken, sondern an- 
nehmen, dass sich in diesen Puncten irgend etwas befinde, was 
die Wirkung ausübe und erleide. Es kann dieses s. B. ponde- 
rable Masse sein , welche nach dem aewöhnlichen Gravitations- 
geselze anziehend wirkt, oder Eleclriciläl, oder Magnetisnuiji. 
Da wir Uber die Natur der letzteren nichts Zuverlässiges wissen, 
und es ausserdem sweckmSlssig ist, der Darstellung eine solche 
Allgemeinheit zu geben , dass sie auch andere noch unbekannte 
PSUe umfassen kann , wollen wir die Benennung so wählen, 
dass nichts IJ) poiheliscLes darin liegt, sondern nur die Fähigkeit 
eine Wirkung auszuüben , darin angedeutet ist. Dazu scheint 
mir das auch sonst gebrauchliche Wort Agens sehr geeignet. 
Von einem Agens soll ^ nur vorausgesetzt werden, dass es sich 
der Quantität nach bestimmen lasse, und dass die Kraft, welche 
eine gew7sse Menge eines Agens ausUbl, unter sonst gleichen 
Umständen der Menge proportional sei. 

Soweit es bisjetzt bekannt ist, Üben nur Agentien von 
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gleicherArt eine solche ADxiehung oder Abstossang , wie sie 

den obigen Gesetzen entspricht, auf einander aus. So wirk! 
ponderable Masse auf ponderahle Masse, Eleclricilclt auf Electri— 
cität, Magoetisinus auf Magnetismus, und in solchen Fällen, wo 
scheinbar ungleichartige Agentien in derselben Weise auf einan- 
der wirken, bleibt wenigstens immer die Möglichkeit, dass die 
Ungleichartigkeit nur eine äusserliche und nicht im Wesen selbst 
begrüüdeLe ist. Dessenungeachtet ist es rjicht nothwendig, un- 
sere Formeln von vorne herein auf gleichartige Agentien zu be- 
schranken, denn diese Beschränkung kann sehr leicht nacbtrSg- 
lieh hinsugefügt werden. 

Es seien also irgend zwei Mengen*) von aufeinander wir- 
kenden Agentien gegeben, von denen vorläufig angenommen 
werden soll , dass sie in bestimmten Puncten p und p* concen- 
trirt seien. Die im Puncto]» befindliche Menge , nach irgend 
einer Einheit gemessen , heisse q , und die Im Puncte p' be- ^ 
Endliche Menge , welche, wenn sie demselben Agens angehört, 
natürlich aucli nach derselben Einheit gemessen wird, im ande- 
ren Falle aber eine besondere £inbeit hat, heisse q\ Die Kraft, 
welche diese beiden Mengen auf einander ansttben , lässt sich 
den gemachten Annahmen nach darstellen durch die Formel : 

(18) m=e^ , 

worin e eine Grosse ist , die von der Natur der Agentien , und 
von den gewählten Einheilen abhängt. Dadurch , dass dieser 
Goefficient positiv oder negativ sein kann, wird der Unterschied 
zwischen Anziehung und Abstossung ausgedriickt. FQhrt man 

i) loh vermeide ahslchtliob das Wort Uns se, weil man mit diesem 
Begriffe die Vorstetloog des BehammgSYenDdgens verbindet, und dieOrOsse 
des Beherraogsvermögens eis Masse der Blasse jiimmt, wahrend mit dem 
Begrilfe eines wirksamen Agens das Beharrungsvermögen nicht nothwendig 
verbunden zu sein braucht, und in den Fallen, wo es vorhenden ist. die 
Binheit des Bebernin^svermdgene eine andere sein kann, als diejenige, 
nach welcher man missi, wenn es sich um die BeeMmmnng der ausgeübten 
Kraft handelt. 



M 

diese Formel in die Gleichung (H) zur Bestimmung der Kraft- 
fuQcUon ein, so kommt : 

Denken wir nns nun , dass auf die Menge q oicbl blos Eine 
sondern mehrere Mengen q\ q\ , q* etc. wirken , welche unter 

sich gleichartig oder ungleichartig sein können , seist, wenn 
wir zunächst der Allgemeinheit wegen das letztere voraussetzen, 
und daher die Coefficienten e als ungleich betrachten , die ge- 
sammte Kraftfunction : 

t^= j (e-f +«, ^ +«. + etc.) 
(17) =12^^ ■ 

Sind dagegen die wirksamen Mengen unter sich gleichartig, so 

hat e für alle deiisolben Werth uml kaiHi daher aus dem Sum- 
menzeicben herausgenommen werden, also: 

Wenn das wirksame Agens nicht, wie bisher angenommen 
wurde, in einzelnen Puncten concentrirt ist, sondern einen Raum 

stetig ausfüllt, so denken wir es uns in FJemente dq zertheilt, 
und beziehen den Abstand r auf jedes Element, oder strenger 
ausgedruckt,, auf irgend einen Punct jedes Elementes, wodurch 
die Summe in ein Integra! Ubergeht, nämlich : 

Dass diese Umw andlung des vorigen Ausdruc k es zulassig ist, 
ohne dass er dadurch seine Bedeutung als i^raftfuoction verliert, 
ist unmittelbar klar , solange sich der Punct p ausserhalb des 
von dem wirksamen Agens ausgefüllten Raumes befindet, so 
dass für kein Element dq der Abstand r gleich Null oder auc 
nur mit den Dimensionen des Elementes vergleichbar wird. In 
diesem Falle kann man sich nämlich jedes Element des Agens, 
welches ein Baumelement ausfüllt , in irgend einem Functe die- 
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ses Raumelenientes concenlrirt denken , ohne dass dadurch die 
Wirkung, welche das Elemeot auf p ausübt, merklich verändert 
wird. Für den anderen Fall , wo p sich innerhalb jenes Raumes 
befindet, soll die Gültigkeit des Ausdruckes (1 9} als Kraftfunetion 

weiterhin noch besonders bewiesen werden, und wir wollen ihn 
vorläufig auch für diesen Fall als richtig gelten lassen. 

Der Ausdruck ist allgemeiner als der Ausdruck (48), 
und umfassl den letzteren, indem die Integration sich auch aus- 
fuhren lässt , wenn endliche iMengen in einzelnen Tuncten eon- 
' centrirt sind. 



Fügen wir nun endlich zu den bisher gemachten Annah- 
men noeh folgende zwei hinzu: i) dass auch tias im Puncto p 
l)eündliciie Agens, welches die Wirkung erleidet, von derselben 
Art sei, wie das, welches die Wirkung ausübt, und 2) dass die 
Menge desselben nicht beliebig,, sondern eine Einheit sei, so 
ist die so vereinfachte Kraftfunetion diejenige , welche wir Po- 
ic n t i a 1 f un et i 0 n nennen. Bezeichnen wir diese zum Unter- 
schiede mit F, und wählen wir für den im Vorigen mit e be- 
zeichneten Coefficienten in diesem Falle den Bucbst|iben e , so 
ist, jenaehdem das wirksame Agens in einzelnen Puncten coq- 
centrirt oder stetig durch einen Baum verbreitet ist, zu setzen: 



Wir ktfnnen demnach den Begriff der Potentialfunction fol- 
gendermaassen deßniren. Die Kraftfunetion eines Agens, 
welches nach dem umgekehrten Quadrate derKnt— 

f e r n u n g a n z i e h e n d o d e r a b s l o s s e n d wirkt, i) e z o g e n 
aufeinein einem Puncto concentriitgednchte Ein- 
heit desselben Agens, beisst Potentialfunction. 
Hieraus folgt, dass die Differentialcoefficienten 



§. 7. 
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dV dV dV 

dx * ~dy ' ds 
die drei GomponenleD derjenigen Kraft darstellen , weiche das 
Agens auf eine im Puncte x^y^z gedachte Einheit desselben 
Agens ausüben würde. Befindet sich in diesem Puncte wirklich 
die Menge q des Agens , so sind die Gomponenten der auf diese 
ausgeübten Kraft: 

dV dV dV 

^ dx ^ dy ^ ^ dz 

Man sieht, dass zwischen diesen drei Grössen und den vorigen 
der Unterschied stattfindet, welchen man bei ponderablen Mas- 
sen mit den Worten beschleunigende und bewegende 
Kraft ausdrückt. 

§. 8. 

Um mit liüile der (Jicichungen (!) die rolentialfunction für 
die verschiedenen Fälle, auf weiche sie Anwendung findet, be- 
rechnen KU können , braucht nur noch angegeben zu werden, 
wie bei verschiedenen Agentien die Mengen gemessen werden 
uiUssen , und wie sich die Grösse € dabei verhält. 

Bei ponderablen Massen, weiche sich nach dem Gravita- 
tionsgesetze anziehen, ist Uber die Art, wie die Massen in Rech- 
nung zu bringen sind , keine besondere Bemerkung ni^thig. Die 
Grttsse e ist für diesen Fall positiv. 

Bei der Electrfcitttt unterscheidet man bekanntlich zwei 
Arien, welche die Eigenschaft iiaben, dass Mengen derselben 
Art sich unter einander abstossen, dagegen Mengen verschiede- 
ner Art sich anziehen. Ob die beiden fiiectricitätan wirkfich als 
zwei verschiedene für sich bestehende Agentien su betrachten 
sind, oder ob die Erscheinungen sich auch aus dem Vorhanden- 
sein eines einzigen Aigens erklären lassen, ist fOr unsere jetzi- 
gen Untersuchungen gleichgUllis. In ihnen kommt es nur darauf 
an, die ElectricitSt in solcher Weise in die Formeln einzuführen, 
dass dadurch die von ihr ausgeübten Kräfte richtig dargestellt 
werden. Die so gebildeten niathema tischen Ausdrücke behalten 
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ihre GuUigkei^ auch wenn man die Voralellung Uber das Wesen 
der Electricitttt ändert. Um alle bei der Electricittfi vorkommeD— 
den Kräfte, obwohl sie in manchen lallen anziehend und in an- 
deren abstossend sind, doch unter eine gemeinsauie Formel zu- 
sammenfassen zu köüüen , in welcher e immer dasselbe Vorzei- 
chen behält, bat man den Unterschied des Vorzeichens auf die 
Electricitätsmengen selbst übertragen , indem man die Mengen 
der einen Electricität als positive und die der anderen als nega- 
tive Grössen in Rechnung bringt. Dann wird die Kraft, welche 
irgend zwei in zwei Puncten concentrirle EiectricitätsmeDgeD q 
und q' auf einander ausüben, durch die Formel : 




dargestellt, worin e eine unveränderliche Grösse ist, und zwar 

eine negative Grösse, weil in dem Falle, wo q und gleiche 
Vorzeichen haben , der ganze Ausdruck negativ werden muss, 
wie es der Abstossung entspricht. 

Bei dieser Art die Mengen der beiden verschiedenen Elec- 

tricitülcn in Rechnung zu bringen, kann man die Eleclricitcit im 
Ganzen ein a b s t o s s e n d e s Agens nennen ^ weil bei der Be- 
nennung das Verhallen positiver Mengen maassgebend ist, und 
die Aenderungen , welche die Kraft dadurch erleidet, dass eine 
oder beide Mengen negativ werden , sich von selbst verstehen. 
Will man für irgend welche, theils positive, iheils negative Elec- 
tricitälsmengen die Potcntialfunclion bestimmen, so kann man 
das in der Gleichung (I) vorkommende Integral Uber alle gege- 
benen Electricitätsmengen ausdehnen, indem man die Elemente 
dq* je nach der Art der betreffenden Electricitätsmengen positiv 
oder negativ nimmt. Die so erhaltene Potentialfunction bezieht 
sich dann auf eine im Puncte p gedachte Einheit positiver 
Electricität. 

Bei der Bestimmung magnetischer Kräfte kann man 
ebenfalls, ohne Ober die wirkliche Natur des Magnetismus irgend 
eine Annahme zu machen, Nordmagnetismus und Sudmagnetis- 
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mus als swei AgeDtien betrachten , die sich in Besug auf ihrer 
gegenseitigen Einwirkungen wie die beiden Electricitttten ver- 
hallen. Wir bringen die Menueii des einen, z. B. des Nordmag- 
nelismus, als positive und die des anderen als negative Grössen 
in Rechnung; dann behält e einen unveränderlichen Werth, 
und die Piotentialfunction , welche wir bekominen , besieht sich 
auf eine im Puncte p gedachte Einheit von Nordroagnetismus. 

Die Grüsse € ist in allen diesen P'illlen die Anzieliungs- 
kraft, welche zwei Einheiten des betreffenden 
Agens in der Einheit der Entfern ung aufeinander 
aus Oben I wobei eine Abstossungskraft als negative Anzie- 
hungskraft gerechnet wird. Wenn bei einem Agens die Einheit, 
welche als Maass dient, nicht im Voraus gegeben ist, sondern 
willkürlich gesvahil werden kann , so lässt sich dadurch noch 
eine Vereinfachung erreichen. Wählt man nämlich als Einheit 
des Agens diejenige Menge, welche auf eine gleich 
grosse Menge desselben Agens in der Einheit der 
1£ n t f e r n u n ij tl i e Einheit der Kraft au s 11 b t , so ist der 
absolute Wertli von e gleich Eins, und was das Vorzeichen 
anbetrifft, so ist bei ponderabler Masse zu setzen £=+1 , da- 
gegen bei Electricität und Magnetismus «s — 4. Wir wollen 
indessen vorläufig über die Einheiten der Agentien keine be- 
stimmten Annahmen machen, und daher das allgemeine Zeichen 
fi beibehalten. 

§• 9. 

Bevor wir zur weiteren Behandlung unserer Function 
schreiten , mUssen noch erst ein Paar Bemerkungen Wher den 
Namen und das Vorzeichen derselben eingeschaltet werden. 

Der Name Potenlialfunction ist von Green eingeführt. 
Gauss ^ welcher später dieselbe Function ebenfalls einer spe- 
ciellen Betrachtung unterwarf , nannte sie kurzer Potential. 
Ich habe aber die ältere Bezeichnung, Potentialfunction , beibe- 
halten f weil das Wort Potential noch fUr einen anderen Begriff 



gebraucht wird, der dem vorigen zwar verwandt aber nicht 

gleich ist. Ich glaube dass diese Unterscheidung sich im zwei- 
ten Abschnitte dieser Schrift , welcher vom Potential handelt, 
binldngUcb rechtfertigen wird. 

Was ferner das Vorzeichen der Potentialfanction anbetriSI, 
so macht Gauss hei der Bildung der letzteren zwischen anzie- 
henden uihI fibstossenden Agentien keinen Unterschied, indem 
er in seinen Ausdruci^ der Potentialfanclion den Factor £ , wel- 
cher positiv oder negativ sein kann , und dadurch jene beiden 
Falle unterscheidet y nicht aulgenommen bat. Dadurch wird es 
aber notbwendig, jene Unterscheidung an einer anderen Stelle, 
n.iiiilich bei der AhleilunL; der Kroftcoinponenlen aus der Polen— 
tialfunction zu machen, indem man nicht ohne Weiteres die 
Differentialcoefficienten der PotenlialfuncUon als Ausdrucke der 
Kraftcomponenten betrachten darf, sondern die Differentialcoef- 
Ocienten noch erst mit dem positiven oder negativen Vorzeichen 
versehen rmiss , jenachdem das u irksame Agens ein anziehen- 
des oder abstossendes ist. Dieses scheint mir aber nicht zweck- 
massig zu sein. Da die eigentliche Bedeutung der Potentialfunc- 
tion darin liegt, alles, was zur Bestimmung der Kraft nOthig ist, 
auf eine einfache Weise darzustellen , und sie nur ein specieller 
Fall der allgemeineren Krafifundioa ist, so halle ich es für an- 
gemessener, den Unterschied, ob das wirksame Agens ein an- 
ziehendes oder abstossendes ist, schon bei der Bildung der 
PotentialfuDCtion selbst zu berücksichtigen, so dass die Ablei- 
tung der Kraftcomponenten aus der Potentialfunction immer in 
derselben Weise ge.^chi hcn kdnn. 

Wird dieses als zweckmässig zugestanden , so bleibt nur 
noch die Frage zu entscheiden , ob man es so einrichten soll, 
dass man, um die Gomponenten der Kraft, welche die im Puncto 
p gedachte positive Einheit des Agens erleidet , auszudrucken, 
nur die einfachen Differentialcoefficienten ohne ein iiusserlich 
biozugelugtes Vorzeichen anzuwenden braucht , oder so , dnss 
man die Differentialcoefficienten zu diesem Zwecke erst mit dem 



negativen Vorzeichen verseben muss. Bei dieser Frage schien es 

mir nicht zweifelhaft zu sein, dass die erstere Bestimmungsar 
den Vorzug verdiene, und demgemäss ist im Obigen das Vor- 
seichen von 9 gewählt worden , nämlich fUr anziehende Agen- 
tien das positive und flir abstossende das negative. 

Dabei konnte ich mir freilich nicht verhehlen^ dass eine 
gewisse Unbequemlichkeit fUr die Anschauung darin liegt , dass 
bei der Electricität und dem Magnetismus fttr positive Mengen 
des wirksamen Agens die Potentialfunclion negativ wird , und 
umgekehrt; indessen glaube ich, dass man bei einer Function, 
welche eine so allgemeine Bedeutung hat, wie die Potential func- 
tion, mehr darauf achten muss, sie überall, wo sie Anwendung 
findet, nach denselben allgemeinen Principien zu behandeln, 
als darauf, sie für einzelne specielle Falle bequem einzurichten. 



In §. 6 wurde gesagt, dass es nicbt unmittelbar klar sei, 

ob die durch Gleichung (1 9) bestimmte Function U auch für den 
Fall, wenn der Punctp sich innerhalb des von dem 
wirksamen Agens stetig ausgefüllten Raumes be- 
findet, die Eigenschaft habe, durch ihre Differentlalcoefficien- 
ten die Eraftcomponenten darzustellen, und dasselbe gilt natür- 
lich auch von der in §. 7 betrachteten, durch die zweite derGlei- . 
chungen (I) bestimmten Function V. Wir wollen daher diesen 
Fall jetzt näher untersuchen, wobei wir uns aber, da die bei- 
den Functionen sich in dieser Beziehung ganz gleich verhalten 
müssen, auf Bine von ihnen beschränken können, wozu wir die 
Pütentialfunction V wählen wollen. 

In der unter (1) gegebenen Formel der Potentialfunction : 



welche den betrachteten Punct unmittelbar umgeben, unendlich 
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gross, weil der Abstand r fUr dieselben unendlich klein ist, und 
derselbe Umstand findet, wie wir gleich nachher sehen werden, 
in noch höherem Grade bei den Formeln statt , welche man er- 
halt, wenn mandieKraftcomponenten entweder direot oder 
durch Differentiation derPotentialfunction bestimmen will. Nun 
ibi ireilich daraus, dass die zu inlegriiende Function fUr gewisse 
Elemente unendlich gross wird, noch nicht zu schliessen, dass 
auch das Integral selbst unendlich gross oder unbestimmt wer- 
den mQssei denn es kann sein, dass die Summe derjenigen Ele- 
mente, für welche die zu integrirende Function einen unendlich 
grossen Werth von einer gewissen Ordnung aimiiiiiiiL , selbst 
eine unendlich kleine Grösse von noch höherer Ordnung ist, so 
dass der Einfluss dieser Elemente verschwindet, und das ganze 
Integral einen bestimmten endlichen Werth behält. Indessen 
darf man ein solches Verhalten doch nicht ohne Weiteres vor- 
aussetzen, sondern niuss hei jedem derartigen Integr.ile , bevor 
man es zu weiteren Rechnungen anwendet, durch besondere 
Betrachtungen darüber entscheiden , ob die Integration in der 
Weise ausführbar ist, dass sie einen bestimmten endlichen Werth 
liefert. Dazu dient besonders das Verfahren , durch Einführung 
anderer Veränderlicher das Integral so umzuformen, dass die 
nun zu integrirende Function für alle Elemente dieser neuen 
Veränderlichen endlich bleibt, wodurch dann die bestimmte 
Ausführbarkeit der Integration ausser Zweifel gesetzt Ist. 

Dieses Verfahren wollen wir zunächst auf die Potentialfuno- 
tion, und dann auf die Kraftcomponenten und die Dififerential'- 
coefficienten der Polentialfunction anwenden. 

Wir wollen dabei der Kürze wegen den von dem Agens 
stetig erfüllten Raum einen Körper nennen, wobei wir aber 
unier dem Inhalte des Körpers nur dasjenige Agens verstehen, 
fUr welches wir die Polentialfunction bestimmen wollen, und 
alleS| was sonst noch in dem Körper sein mag, unberücksichtigt 
lassen. Sei k die Dichtigkeit des Körpers bei dem Puncto 
a/, ^, j^f mit der Bedeutung, dass, wenn df ein Raumelemenl . 
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vorstelJl und dq* die Menge des darin enlballenen wirksamen 
Agens ist» man bat : 

(20) dq'^kdt , 

wobei wir annehmen wollen , dass die Grösse k , welche eine 
Function von x\ y\ 9' ist, nirgends unendlich gross werde. 

Um für das liaiiuielenicni ciiuii fur unseren Zweck passen- 
den Ausdruck zu gewinnen, wollen wir um den betrachteten 
Punctp Polarcoordinaten einfuhren. Wir theilen zunächst den 
Raum in unendlich schmale Pyramiden ein, welche ihre Spitzen 
stfmmUich in dem Puncto p haben. Denken wir uns um p als 
Miltelpunct eine Kugejlliiche mit der Längeneinheit als Radius 
beschrieben, so schneidet jede Elementarpyramide aus d{ i s( Iben 
ein Fiflchenelement aus, welches da heissen möge. Die Grösse 
dieses Elementes bestimmt die Grosse des körperlichen Winkels, 
welchen die Elementarpyramide an ihrer Spitze bildet, und wir 
wollen es daher kuiz das 1;] I e in e n t des körperlichen 
Winkels nennen. Die dabei geltende Einheit ergiebt sich dar- 
aus, dass der ganze körperliche Winkeiraum um den Punct 
gleich Itt zu setzen ist. Betrachten wir nun in einer Elementar- 
pyramide ein unendlich kurzes Stück , welches zwischen zwei 
um p geschlagenen kuu,il flächen mit den Radien r und r + dr 
liegt, so können wir dieses StUck als das Raumeicmeut c/t an- 
nehmen. Da dasselbe als kleines Prisma mit der Grundfläche 
f*da und der Höhe dr anzusehen ist, so kommt : 

(21) dx^f*drda . 
Demnach ist: 

(22) dq'^h^drda, 

und dadurch geht der obige Ausdruck von V Uber in : 

(28) V^effkrdrdü . 

Hierin ist die zu int^rirende Function kr fUr die ersten 
Elemente dr nicht nur nicht unendlich gross , sondern im 6e- 
gentheil unendlich klein, und die oben erwähnte Schwierigkeit 



I^Ui soinii forty iodem man ohne Weitem nefat, dass das lote— 
gral einen bestimmten endlichen Werth haben musa. 

Wir wollen nun in derselben Weise die Componenlen 
der Kraft, welche der korper auf den Punct p ausübt, bchao— 
dein f und zwar wollen wir zunächst die nach der a;-Bichtaiig 
gebende Gomponente wählen* 

Die von einem Elemente dq', dessen Goordinaten x% y\ % 
siud, und dessen Abstand von p durch r dargestellt wird, auf -p 

ausgetlbte Kraft ist s , und die in die a;-Richtttng fallende 

Gomponente dieser Kraft ist s . , und man erhält 

daher für die x-Gomponente der ganzen Kraft den Ausdruck : 

(M) X^eß^dq' . 

Hierin wird für unendlich kleine Werthe von r die zu integri- 
rende Function sog^r ein unendlich Grosses von der zweiten 
Ordnung; dessenungeachtet gentigt auch hier die Einführung 
der obigen Polarcoordtnaten, um diesem Uebelstande auszuwei- 
chen. Setzen wir narntich lür äq wieder den in (22) gegebenen 
Ausdruck, so kommt : 

Da die Länge a;'— o? stets kleiner oder höchstens ebensogross 

als r ist, so bleibt die hier zu integrirende Function k — j;— - für 

alle Elemente dr eine endliche Grosse, und die Int^ration muss 
also einen' bestimmten endlichen Werth geben. 

Im vorigen Ausdrucke bedeutet der Bruch — - — den Gosi- 

nns des Winkels , welchen der nach dem Puncto x\ y, z hin- 
fuhrende Leitstrahl mit der cc-Ax© bildet. Nennt man diesen 
Winkel so. kann man schreiben: 

(26) XtBB ffkcos^dräa . 
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In dieser Form ist der Ausdruck auch auf die Kr^tiicoinponenten 
nach beliebigen anderen Hichlungen anwendbar, wenn man fcst- 
setaXf da8s<^ den Winkel des veränderlichen Leilstrahles mit 
deijenigen Bicfatung , für welebe man die Kraftoomponente be- 
stimmen will, bedeuten soll. 

Es fragt sich nun, ob die ebengefundene Formel für die 
Kraficomponente X mit dem Differentialooefßclenten der Poten- 

tialfunction übereinstimmt. 

Bei dieser Untersuchung enlslehl eine neue Schwierigkeil. 
Wir haben in §. 4 0 die Polenlialfunclion in eine Form gebracht, 
welche zeigt, dass sie stets einen bestimmten endlichen Werth 
hat. Diese Form ist aber nicht brauchbar, wenn es sich darum 
handelt, die Potentialfunction nach den Goordinaten des Punctes 
p zu differentiiren, denn in diesem Falle darf man dem Puncle p 
nicht von vorne herein eine feste Lage zuschreiben , und darf 
ihn daher auch nicht sum llittelpuncte von Polarcoordinaten 
machen. Man kann swar denjenigen Punct, fklr welchen man 
den DifTerentialcoefßcienten kennim will , cum Mittelpunete der 
Volarcoüi dinalen wählen , muss dann aber die Potentialfunction 
so besUmmen, dass sie sich nicht auf diesen Mittelpunct bezieht, 
sondern auf irgend einen Punct in der Nähe desselben, dessen 
Goordinaten man noch als veränderlich betrachten kann. Wenn 
man einen solchen Ausdruck für die Potentialfunction gewonnen 
hat, so differentüre man ihn, und erst nachdem dieses cesohchen 
ist| darf man in dem dadurch erhaltenen Ausdrucke des Diffe- 
rentiaicoefficienten den Goordinaten bestimmte Werthe beilegen, 
welche man dann für unseren Fall so su wählen hat, dass sie 
dem Mittelpunete der Polarcoordinaten entsprechen. 

£s kommt also darauf an, es so einzurichten , dass in dem 
Ausdrucke der Potentialfunction die zu integrirende Func- 
tion für alle Elemente endlich bleibt , auch wenn der Punct p 
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nicht imMittelpuncte derPolarcoordinalen liegt, und dass in dem 
Ausdrucke des Differeotialcoefficienteo der Poten- 
tial funotioD die zu integrireode Function wenigstens dann 
für alle Elemente endlich bleibt, wenn der Punci p im Mittel- 
puncte der Polarcoordinaten liegt. 

Dieses lässt sich ausfuhren , wenn man noch eine erlaublc 
Vereinfachung in die Bedingungen einfuhrt. Wenn man nämlich 
den DifferentialcoefBcienten nach der Goordinate x bilden will, 
so braucht dazu der Punct p nicht nach allen Richtungen be- 
weglich zusein, sonrlern nur nach der ir-Richtung. Ebenso für 
die Differentiation nach den Coordlnnten ?/ und 2 braucht der 
Punct nur resp. in der ^ oder js-Richtung beweglich su sein, 
oder allgemein, man braucht den Punct nur in der geraden Linie 
als beweglich zu betradilen , nach welcher man difTerentiiren 
will. Demgemäss denken wir uns durch den im Voraus gege- 

dV 

benen Punct, für welchen wir den DIfferentialcoefBcienten —7— 

kennen wollen, eine geradt Linie parallel der (r-UichUing ge- 
sogen, und für einen beliebigen Punct dieser Geraden wollen 
wir die Potentialfunotion* bestimmen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten jenes im Voraus gegebenen 
Punctes seien x^^ z und die Coordinaten des beweglichen 
Punctesp seien, wie immer, z. Wir nehmen nun jenen 
ersteren Punct sum Mittelpuncte von folgendem Systeme von 
Polarcoordinaten. Die genannte , mit der a>-Axe parallele Ge- 
rade bilde die Axe dieses Systemes. Die Länge des vom Mittel- 
puncte nach dem Elemente dq gezogenen Leitstrahles heisse ^, 
der Winkel, welchen der Leitstrahl mit der Axe bildet, und 
der Winkel , welchen die durch die Axe und den Leitstrahl ge- 
legte Ebene mit irgend einer anderen durch die Axe gehenden 
festen Ebene bildet, qi. Dann ist der Ausdruck des Raumele- 
mentes : 

Um den Abstand r dieses Elementes von dem beweglichen 
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Puncte p ZU bestii)inien , wissen wir, dnss /; m der Axe liegt, 
um die Strecke x — o;, vom Miltelpuncte eolferDt, und zwar 
nach der positiven oder negativen Seite , jenachdem diese Diffe- 
renz positiv oder negativ ist. Daraus folgt : 

ras y^i*'^ t|(ji;^jr«) ccw ^+ 
= V'i'8in»*+(icosi^+a?»— »)' . 
Demnach ist die Potentialfunclion : 

JJJ V * »in V+(lco«*+«i-«)» 
Hierin ist die su integrirende Function offenbar ftar alle Warthe 

der Veründerliclien endlich, da der Zahler den Faclor /sin^ ent- 
hält, welcher niemals grösser als der Nenner werden kann. 

Differentiiren wir diesen Ausdruck nach so kommt au- 
nttchst: 

JJJ [l* sin + {l cos * + 0?. - 
und wenn wir hierin dem übjti^en geinllss für x den bestimmten 
Werth setzen y weicher dem Miltelpuncte der Polarcoordi- 
naten entspricbt| so erhalten wir: 

J^Äsin^J^cos^d/d^dy . 

Man sieht dass in dieser Formel wiederum die zu integrirende 

Function für die bei der Integration vorkommenden Idemente 
endlich bleibt. Demnach sind die oben gestellten Bedingungen 
erfüllt, und die letzte Formel kaiin als der richtige Ausdruck des 

dV 

Differentialcuefücienten ^ an dem gegebenen Puncte betrach- 
tet werden. 

dV 

Vergleicht man diesen Ausdruck von mit dem in Glei- 
chung (86) für X gefundenen, so isl klar, dass das Product 

8m-9-dd'd<p das Fläcbenelement darstellt, welches die durch die 
beiden Winkeielemente dd- und dcp bestimmte Elemenlai pyra- 
mide aus der um den Mittelpunct der Coordinaten beschriebenen 
Kugelflache mit dem Radius i ausschneidet, und wir können 
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daher dieses Produci durch da ersetzen ; ferner konoen wir für 
unseren jetzigen Fall, wo p im Hitielpnncte der Goordinateii 

liegt, dr statt dl schreiben. Dadurch wird der Ausdruck in (28) 
mit deui in (26) identisch. 

Es versteht sich auch hier wieder von selbst, dass ganz 
ebenso, wie derDifferentialooefBctent nach o?, auch die Differenz 
tialcoeflßcienten nach y und z oder nach irgend einer beliebigen 
Richtung s sich behandeln lassen, und wir können daher als ge- 
wonnenes Resultat aussprechen : sowohl ausserhalb als 
auch innerhalb des Raumes, welcher von dem wirlL- 
samen Agens erfüllt ist, werden durch die ersten 
Di fferentia Icoeff i ci e n te n der Polen tialfunction die 
K raftcomponen ten dargestellt. 



Wenden wir uns nun zur Betrachtung der zweiten Diffe- 
rentialcoefficienten, so finden wir wieder eine wichtige Eigen- 
schaft der Potentialfunction. 

Da nach Gleichung (10) ist. 



80 erhält man, wenn tnan den Bruch — zweimal nach derselben 



r 



VerSnderlichen difTerentiirt : 




Durch Addition dieser drei Gleichungen kommt : 



(30 
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Um dieses Resultat auf die Polenlialfunclion anzuwenden, 
betrachten wir die allgemeine in (I) gegebene Form derselben : 

Fttr den Fall, dass r für alle vorkommendeD Elemente dq' eine 
endliche Grösse bleibt, können vivt die doppelte Differentia- 
tion sofort anter dem Integralzeichen vornehmen, indem wir 
schreiben : 



und entsprechend für die beiden anderen Courdinaten , und in- 
dem wir diese Differentiation wirklich ausführen, erhallen wir 
unter dem Integralzeichen nacheinander die drei Ausdrücke (29), 
welche unter der gemachten Voranssetsung, dass r nicht unend- 
lich klein wird, nicht unendh'cb gross werden können , und da- 
her die für die bestimmte Ausführbarkeit der Integralion notb- 
wendige Bedingung erfüllen. Wenn wir diese drei Integrale 
«ddiren , so heben sie sich natürlich ebenso auf, wie die Aus- 
drücke (29), und wir bekommen : 

Diese Summe der drei zweiten Differentialcoefßcienten 
kommt in der Potentiallheorie so häufia vor, dass es zweck- 
massig ist, sie durch eiu kurzes Zeichen darzustellen, und wir 
woUen dieses^ ahnlich wie GuBir, durch ein vor die Function 
geschriebenes D thun*) , so dass die vorige Gleichung in dieser 
Abkürzung lautet : 

(31a) Z)F=0 . 

Da bei der Bildung dieser Gleichung vorausgesetzt wurde, 
dass r iUr alle Elemente dq' endlich bleibe, so folgt daraus dass, 
wenn das wirksame Agens einen körperlichen Raum stetig aus- 



1) Green iiuL das Zeichen SV gebraucht, da aber der Buchstabe 6 auch 
zur BezeichouDg der Variationen angewandt wird, so habe ich die kleine 
Aenderung gemaeht, D slalt 9 m sehreiben. 
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füllt, (Ii« Gleichung nur für den Fnll bewiesen ist, dass der 
PuuctjD ausserhalb dieses Körpers liegt, und vorläulig 
müssen wir sogar annehmeii , dass /jinendlicbeni Abstände 
von der Oberfläche des Korpers entfernt liege. 

Be6ndet sich p innerhalb des Körpers, so ist für die näch- 
sten Elemente dq' der Absland r unendhch klein und die in (29) 
gegebenen zu iategrirenden Ausdrucke werden daher unendlich 
gross. Man könnte nun vielleicht meinen , dass dieser Umstand 
auch hier, wie in den früheren Fällen, weil er sich nur auf eine 
unendlich kleine Menge des Agens bezieht, kein wesentliches 
Hinderniss für die Anwendbarkeit der i'ormeln bilde; bei nähe- 
rer Betrachtung findet man jedoch, dass die Sache sich in die^ 
sem Falle anders verhält, weil die xu integrirenden Functionen 
unendliche Grössen von zu hoher Ordnung werden. 

Bilden wir nämlich den Differentialcoeffioienten in der 

vorher angegebenen Weise , und setzen darin für das Element 
dq* den in Gleichung (22) gegebenen Ausdruck kr^drda, so 
kommt: 

und wenn wir hierin noch lür , wie in §. 44 , schreiben 

eos^, und dem entsprechend das Element da durch ain'9^d&dq> 
ersetten, ao lautet die Formel : 

-0-=« Jff ^(-l+3cos*^)sin^<ir<»d5P . 

Man sieht, dass selbst in dieser durch Einführung von 
PoJarcoordinalen umgestalteten Formel wegen dos r , welches 
im Neuner geblieben ist, die su integrircnde Funciiun für die 
ersten Elemente dr unendlich gross wird. Auf den ersten Blick 
konnte eß sogar scheinen , als ob auch das ganse Integral un- 

endlich gross werden mttsste, weil das Integral i— , w enn es 
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von r=0 bis zu einem endlichen Werlhe von r genoii iiiGn wird, 
unendlich gross wird. Wenn man jedoch auch die Integralionen 
nach den beiden anderen Verfinderiioben <$• und q> berncksichtigt, 
so findet man, dass allerdings, wenn diese Integrationen nur auf 
einen Theil des körperlichen Winkelraumes um p ausgedehnt 
werden , unendh'che Werlhe entstehen , dass aber bei Ausdeh- 
nung auf den ganzen Winkelraum das Integral sich in die Gestalt 
eiaer algebraischen Summe bringen lässt, welche unendlich 
grosse Glieder enthalt, die aber verschiedene Vorseicben haben, 
und sich der Form nach gegenseitig aufheben. Diese Summe ist 
nicht als unendlich gross zu betrachten, aber auf der andern 
Seite kann man ihr auch keinen bestimmten endlichen Werth 
zuschreiben, weil die algebraische Summe zweier mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen versehener unendlicher Grössen, welche 
der Form nach gleich sind y nicht ohne Weiteres gleich Null zu 
setzen ist, sondern einen unbestimmten Werth hat. 

Ohne auf diesen Gegenstand specieiler einzugeben, können 
wir jedenfalls soviel sagen , dass die obige Formel , welche da- 
durch entstanden ist , dass der Ausdruck von V zweimal unter 
dem Integralzeichen diflerentürt wurde, zur Bestimmung des 

wahren Werthes von nicht geeignet ist, weil selbst nach 

Einführung von Polarcoordinaten die zu integrirende Function 

nicht für alle vorkommenden Werthe der Veränderhchen cndhch 
ißi. Wir müssen also die Werthe der zweiten Differentialcoeffi- 
cienten von V und ihrer Summe DV auf andere Weise su be- 
stimmen suchen. 

Es wird zweckmässig sein, hier gleich im Voraus anzu- 
geben, welches Resultat man bei der richtigen ßeslimniungs- 
weise jener Grössen erhält. Sei nämlich kp die Dichtigkeit des 
Agens in dem betrachteten Puncte p , auf welchen sich die Po- 
(enttalfttncUon bezieht, so ist: 



(II) 
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Diese GleichunLi, welche die früher unter (31) milgetbeilie 
Gleichung als spccifllen Fall umfasst, indeiu ausserhalb des 
Körpers k^O i&l, druckt die sweite HaupteigenschafI der Polen- 
tialfunction aus, nSmlicb die, d%ss man aus der Poteutial— 
funclion eines Agens auch seine DicbiigkeU k als 
Function der Raumcoordinaten ahleilen, und so- 
mit die Art, wie das Agens durch den Raum ver — 
ibeiliisi, bestimoieD kann. 

Der Beweis dieser wichtigen Gleichung bietet, wenn er 
ganz streng gefbhrt werden soll , einige Scbwierigkeilen diir, 
welche man auf verschiedene Weisen zu Ubeiuinden cesiicljt 
bat. Ich w iii hier einen Beweis millheilen, welchen ich vor eini- 
ger Zelt in LiooviLLB^s Journal verttffentlicbi habe. 

§. <5. 

Des leichteren Verständnisses wegen wollen wir zun<lchst 
den speciellen Fall behandeln, wo die Dichtigkeit des 
Agens indem ganzen Körper gleich ist, oder der Körper 
in Bezug auf das Agens homogen ist. 

in diesem Falle ist die Grösse k constanl, und kann daher 
in dem in {23) gegebenen Ausdrucke von V aus dem Integral- 
zeichen herausgenommen werden, so dass die Gleichung lautet : 

(32) ^^^^fß 

Hierin lässt sich die Integration nach r sogleich ausfuhren. Das 

r* 

allgemeine Integral ist -j- > ^hw die Grenzen , zwischen denen 

es genommen werden muss , sind verschieden je nach der Ge- 
stalt des Körpers und der Lage des Punctes 

Befindet sich p im Innern des Körpers , und ist dieser so 
gestattet, dass jeder von /; ausgehende Leitstrabl die Oberflöcbe 
nur einmal trifft, so ist, wenn wir den Abstand des Durch- 
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schniltspuncles vom Puncie p mit A bezeichnen, das Integral 
von 0 bis H zu nehmen, und es kommt: 

(89) V=-^fma. 

Das hierin noch vorkommende Integral erstreckt sich über den 
ganzen ktfrperJicben Winkelraum um p. 

Befindet sich p wieder im Innern des Körpers , ist die Ge- 
stalt des letzteren aber der Art, dass die Leitstrablen nach man- 
chen Richtungen bin die Obernüche mehr als einmal scIm idcn, 
so muss, wenn der Körper endlich und somit seine Oi>eriJache 
ganz geschlossen ist, die Anzahl der Durchscbnittspuncte jeden- 
falls eine ungerade sein. Betrachten wir eine nach einer sol- 
• chen Bichtung gehende Elementarpyramide, so h'egt diehe von 
der Spitze bis zum ersten Durehschnitte innerhalb des Kürjiers, 
vom ersten bis zum zweiten Durchschnitte nusserhalb, vom 
zweiten bis zum dritten innerhalb u, s. f. Da fUr die Potential- 
function nur die Theile in Betracht kommen , welche innerhalb 
des Körpers liegen , so haben wir , wenn H^y B^i 
vom PiiiH top nus tierechneten Abslände der niifoinander folgen- 
den Durchschnitte sind, die Integration nach r von 0 bis R^, 
von bis u. s* f. auszufahren, und bekommen dadurch : 

(33a) r = -^y{/i;-/l»+Ä*— etc.jcia . 

Befindet sich p ausserhalb des Körpers , so muss fUr jeden 
Leitstrahl , welcher den Körper Oberhaupt trifil , die Anzahl der 

Durchschnitte mit der Oberfläche eine gerade sein, und das 
Integral nach r ist in diesem Falle, wie man leicht Mcht, von 
bis 7^2, dann {falls noch weitere Durchschnitte vorkommen,) 
von Ü3 bis JR4 u. s. f. zu nehmen. Es kommt also : 

(a3b) V = etc.) da . 

Das Integral nach <r bezieht sich in diesem Palto natttriich nur 

auf den Theil des körperlichen Winkelrauraes um p, in welchem 
der gegebene Körper liegt. Denkt man sich also von p aus um 
den Körper einen Bertthrungskegel gelegt, so erstreckt sich das 
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Integral nach a Ober die Oeffinung dieses Kegels. Sollte der Kör- 
per die Gestalt einer gciuz L;escblossenen Schaale hdljen, und p 
in dem cingeschiosseaen bohlen Baume liegen , so ist das Inte- 
gral wieder Uber den ganzen körperlichen Winkelraum 4^ aus- 
zudehnen. 

Befindet sich p endlich gerade in der Oberfläche des Kör- 
pers, so ist es deichgUltig, welche der beiden letzten Gleiclmn- 
gcn man anwendet, indem man aus beiden das richtige Resultat 
erhalten kann , wenn man die Richtungen, nach welchen A^ssO 
gesetzt werden muss, in entsprechender Weise wflhlt. 

In diesen Gleichungen können wir das auf den körperlichen 
Winkel bezügliche Integral in ein anderes verwandeln. Betrach- 
ten wir bei einer Elementarpyramide mit dem körperlichen * 
Winkel da das Flächenelement, welches sie aus der Oberflüche 
des Körpers ausschneidet, und welches dm heissen möge, so 
stehen diese beiden Elemente in einer einfachen Beziehung zu 
einander. Wenn wir den Cosinus des Winkels, welchen der 
nach du) gezogene Leitstrabi mit der auf daa errichteten Normale 
bildet, mit i bezeichnen, so ist offenbai* : 
(31) %din^±fFda , 

worin die Wahl des Vorzeichens davon abhiingt, ob t eine posi- 
tive oder negative Grösse ist. Um das letztere entscheiden zu 
können, möge ein- für aiiemal festgesetzt werden , dass wir bei 
Winkeibestimmungen die Richtung des Leitstrahles immer nach 
der Seite hin betrachten, nach welcher seine Länge 
wachst, und die Bichtung der Normale nach der Seite, welche 
vom Körper nach Aussen geht. Dana istklar, dass Überall, wo 
der Leitstrahl , indem erwächst, aus dem Körper heraustritt, 
der Winkel zwischen Leitstrahl und Normale kleiner als 90«, 
und somit der mit t bezeichnete Cosinus positiv ist; Uberali 
dagegen , wo der Leitstrahl in den Körper hineintritt, der Win- 
kel grösser als 90^ und somit i negativ ist. 

Sehen wir nun, wie sich hierdurch die obigen Integrale 
gestalten. Wenn eine Elementarpyramide die Oberflache mebr> 
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iimIs schneidet , so gehören zu demselben Elemente da des kör> 
perlichen Winkels mehrere Elemente der Kdrperoberfläche dw^ , 
dw^ etc., jedes mit seinem besonderen Werthe von t , so dass der 

Reiliü von ]*i'oducten Kldo ^ Bldo elc. , welche in den Integralen 
vorkommen, ebensoviele Producte , iz^^z entsprechen, 
Untersacht man die vor den einzelnen siehenden Vorzeichen, 
so findet man dass in den Fallen, wo i positiv ist, auch das ent- 
sprechende das Pluszeichen bat, und in den Fallen wo i nega- 
tiv iüL , ii''^ das Minuszeichen hat. Demnach hrauciii innu zu den 
Producten ido) üusserlich kein Vorzeichen hinzuzulU|^eü , indem 
sie durch den Factor t von selbst in der richtigen Weise positiv 
und negativ werden. Da min alle durch das vorige Verfahren er- 
haltenen PiSchenelemenfe dt» zusammen gerade die ganze Ober- 
fläche des Kürpers ausmachen} so entsteht die einfache Gleichung: 

(lU) V^-^fidm, 

welche fur jede Gestalt des Körpers und jede tage des Functes 
p gültig bleibt. 

Diese Form der Potentialfunction eines homogenen Körpers, 
in welcher die Integration Uber den Rauminhalt auf eine Inte- 
gra lion über die Oberflücho zurückgeführt ist, ist für viele Unter- 
suchungen sehr l)equem , und kann unter andern auch für uu- 
Sern vorliegenden Zweck dienen. 

Da die in (III) vorgeschriebene Integration nach einer Grösse 
stattfindet , welche von den Goordinaten x, jb des Punctes p 
unabhängig ist, so kann man nach diesen Goordinaten unter 
dem Integralzeichen differentüren, und eiliSlt dadurch : 

dop S «/ OB 

und ebenso in Bezug auf die beiden anderen Goordinaten. Durch 
Addition der drei zweiten Differentiaicoeffifcienten komuii : 
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(35).. 



Zur näheren BestimmuDg von f s^ien die Cosinus der Win- 
kel des nach da) gezoiienen Leilstrahles mit den drei Coordina* 
tl|9Axe& mit a, 6, c, und die Gosiims tltJi Wiykel der auf da) 
erachteten Normale mit den Goordinatena^en mit a, y be~ 
aeicbnet; dann ist: 

t s= o« -4- cy . 
Ferner isti wenn §, i;, g die Coordmalen des Rlcmentes c/w sind: 

v-y . " ~ 



CSE 



R ' ii 

Dadurch geht die vorige Gleiohung Uber in: 

(36) »«- 

und zugleich ist: 

(37) n=Yi^xr'Mv-y)'+<^-^^" • 

HierAacb können wir die DifiereDtialcoeiUcienieD von i bilden, 
und bekommen: 

■ _ a; ^ 



« 



(38) 



iNehnien wir nun \nrl;iulia aiK dass derPunct/j sich in 
eildli^he^ Entfernung v(^ndex Oberfläche befinde, so 
\ ftip t<tm Hgoh«aflien^ent n^endUch klein wird, so können 

die kmekien Glieder «h' WJliSfi^^ 

lieh gi ü.s werden, und ai»toK*Äi*ti^^ 
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Wenn man nun die drei leisten AasdrOcke addirt, so heben 
sich ihre ersten Glieder auf -und es bleibt 

dx* dy' dz' " flP ' 

(4») --*1F-' 

und dadurch gehl die Gleichung (3ö) Uber in: 

(41) - ek dm . 

Die bierin vorkommende Integration lässt sieb leicht ansführen. 
Nach Gleichung (34) ist nämlich : 

worin da dasjenige körperliche Winkelelement ist, welches zu 
dersflhen Riementarpyramide gehöit, wie d(o. Da nun, wie im 
vorigen ^ besprochen wurde, zu Einer Elementarpyramide meh- 
rere Elemente da geboren ktfnnen , so kann dasselbe Element 
da mehrmals mit verschiedenen Vorzeichen in dem Integrale 
vorkommen, und in dieser Beziehung tritt ein wesentlicher 
Unterschied ein, jenuchdem p auäserbalb oder innerhalb des 
Körpers liegt. 

Liegt p ausserhalb des Körpers, so sehneidet jede Ele- 
mentarpyramide, welche überhaupt den Körper trifft, seine 
Oberflache eine gerade Anzahl von Malen, und eben so oft 

kommt das ilnzui;ehörige da in dem Integrale vor, und zwar 
abwechselnd mit dem negativen und positiven Vorzeichen. Die 
ZU jeder Elementarpyramide gehörigen Elemente heben sich also 
gegenseitig auf, und wir erhalten somit dasselbe Resultat, wel- 
ches für diesen Fall schon oben auf andere Welse abgeleitet 
wurde, nümlich: 

DV=0 . 

Liegt p dagegen innerhalb des Körpers, so kommt jedes 
Element des körperlichen Winkels eini ungerade Anzahl von 
Malen vor, das erste Mal positiv, und dann abwechselnd negativ 
und positiv. Es bleibt also jedes Element nur Einmal und zwar 

C 1 • nt i Q • , Poteoiialftiaclioo* 3 



mit dem fMMHjven VoneidieD übrig. Die Qdcliung (44) lasst 
sich daher fUr (iieseo Fall schreibeo : 

(42) DV^-^fda 

worin das int^ral Uber den gansen körperlichen Winkelraum 
aassudehnen ist, welcher bekanntlich durch 4^ dargestellt wird. 
Demnach erhSit man : 

DV = — i>TdA , 
weiches die zu beweisende Gleichung ist , da die in (II) mit 
bezeichnete Dichtigkeit beim Puncto p in einem homogenen 
Körper gleich der allgemeinen Dichtigkeit k ist. 

Im vorigen § ist angenommen , dass der Punct p , für wel- 
chen die cweiten Differentialcoefficienten bestimmt wurden, sich 
In endlicher Entfernung von der Oberfläche befinde. Wir müs- 
sen nun untersuchen , ob und in wieweit das gefundene Resul- 
tat gültig bleibt, wenn sich der Punct, sei's innerhalb oder aus- 
serhalb des Körpers, der OberQäche unendlich nähert. 

Wenn p sich in unmittelbarer Nähe der Obet^che befin- 
det, so ist für die nSchsturogebenden FItfchenelemente den der 
Abstand R unendlich klein, und dadurch werden ilic Differen- 
tialcoefficicDteu von t unendlich gross , und es fragt sich , ob es 

dessenungeachtet statthaft ist, die obigen Formeln von ^ , ^ 
un d-^ , welche dadurch erhalten wurden , dass der in (Ul) 

gegebene Integralausdruck von V unter dem Integralzeichen 
differentiirt wurde, anzuwenden, und die Entscheidung dieser 
Frage hängt wiederum davon ab, ob jene Formeln sich in solche 
Gestalt bringen lassen , dass die tn integrirende Func- 
tion fttr alle bei der Integration vorkommenden Ele- 
mente endlich ble Tb t, so dass also die Integration bestimmt 
ausfuhrbar ist. 

Zur Erieichterung der Untersuchung wollen wir das Coor- 
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dioatensy Stern so wäbJen, wie es fUr diesen Fall am bequemsten 
ist. Indem wir uns den Punct p ia einer bestimmten Lage dicht 
an der Oberfläche denken , fallen wir von demselben auf die 

Oberfläche eine Normnle , und nelimen diose als 5-Axe, und 
die im Fusspuncte der Normale au die Oberfläche gekgle Tan-* 
gentialebene als o^-Ebene. Dann sind die Goordinaten cd und 
y des Punctes p Null, und die aas (39) hervorgehenden Formeln 
lassen sich folgenderroaassen schreiben : 

Die beiden Glieder, aus welchen jeder dieser Integra lausdrUcke 
besteht, erfordern eine verschiedene Behandlung. 

Die ersten Glieder, weiche mit dem Factor t behaftet sind, 

lassen sich kurz abmachen. Nach Gleichung (34J können wir 
setzen : 

Dadurch geht der erste Theil des ersten integrales Uber in : 



-da 



SA" 

worin die zu integrirende Function offenbar Air alte Elemente da 

endlich bleiben muss, weil fi* nicht kleiner als ^ worden kann. 
Ganz entsprechende Ausdrucke erhiiJl mau ais die ersten Theile 
der beiden anderen Integrale, und wenn man diese drei Aus- 
drucke addirt, so beben sie sich, wie wir früher schon gesehen 
haben , gegenseitig gerade auf. Es Iflsst sich sogar beweisen, 
dass jeder dieser Ausdrucke einzeln fUr jede geschlossene Mdche 
Null w erden muss, indessen kommt es darauf bei unserer jetzi- 
gen Untersuchung nicht an , da wir nur die Summe der drei 
Differentlalcoefficienten und |nicht ihre einseinen Werthe sn 
kennen brauchen. 

3* 



Ks bleiben also nur die «weiten Glieder der Integrale zu 
untersuchen , und diese Untersuchung können wir auch noch 
dadurch beschranken, dass wir nur ein kleines Stück der Ober- 
fläche, welches den Fnsspunct derNorm;jle umgiebt, betrachten. 
Nur für diesen zunMchstlie-enden Theil der Oberfläche brauchen 
xvM nachzuweisen, dass die Integrale sich so umgestalten lassen, < 
dass die zu iutegrirende Function endlich bleibt, denn lür alle 
entfernteren Theile, fbr welche Ä eine endliche Grösse ist ist 
gar keine Umgestaltung nöthig, da die geforderte Bedingung 
schon in der gegenwartigen Form eiiülil ist. Wir wollen zur 
Abkürzung für dig jetzt zu betrachtenden Integrale besondere 
Zeichen einführen, indem wir setzen : 



(44) 



wenn dem Vorigen gemäss die Integraüonen sich nicht Uber die 
ganze Oberflache des Körpers, sondern nui über ein kleines 
Stück derselben um den Fusspunct der Normale erstrecken. 
Wenn die Gleichung der Oberüäche in der Form • 

gegeben ist, so sind die Cosinus der Winkel, welche die Nor- 
male mit den Coordinatenaxen bilden, durch folgende Formein 
bestimmt: 



3. 
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Mit Hülfe der letzten dieser drei GleicliungeQ geben die beiden 
ersten über in : 



(4») 



Setzen wir den Werth von a in die erste der Gleichungen (44) 
ein, so kommt: 



(47) Ä^^j-^ydm. 

Das Product ydka ist die Projection des Elementes auf die 

£cy-Ebene, oder, wenn wir uns das ganze betrachtete FlSchen- 
slUck auf die Xi/-Ebene projicirt denken, so können wir ydw 
als ein Element dieser Projection ansehen , und dann die Inte- 
gration auf die letztere beziehen. Wir fuhren dazu Polarcoordi- 
naten in der oi^-Ebene um den Anfangspunct der rechtwink- 
ligen Coordinaten ein, indem wir den nach irgend einem Puncto 
der Ebene gezogenen Leilstrahl niitw, und den Winkel, wel- 
chen dieser mit der £c-Axe bildet, mit 9p bezeichnen. Dann 
wird ein Element der Ebene dargestellt durch : 

uäudg> 

und diesen Aufdruck können wir daher für ydat setzen. Wenn 
wir dabei zugleich berUck&iclitigen, dass 

|ssUC0S4p 

ist, so gehl (47) Uber in : 

(48) JJ ^^dudif . 

Hierin müssen wir endlich noch den Diiferentialcoefficien- 
ten M- naher betrachten. Im Anfongspnncte der Coordinaten 
sind, da die ccy-Ebene in diesem Puncle Tangentialebene ist, 
die beiden Dififerentialcoefficienten und ^ gleich Null, und 
für die Umgebung dieses Punctes können wir, wenn die hier 
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stattfiodende Krttmmang der Oberfläche als eod— 

lieb vorausgesetzt wird, setzen: 

worin m und n zwei Funclionen von u und (p sind , welche lur 
kleine Wertbe von u nicht unendlich gross werden. Die Giei— 
chung (48) Usst sich also schreiben : 

(50) A^-JJ^!^^^^dud9 . 

Da nun A nicht kleiner ala u werden kann , indem 

ist, so sieht man, dass die zu integrirende Function endlich 
bleiben niuss. 

Ganz durch dieselbe Behandlungweise erhalt man : 

(51) B=-^ff^^^^dudq> . 

Mit HQlfe dieser beiden Ausdrucke von A und B Itisst sieh auch 
der Ausdruck von C in die gewünschte Form bringen. Da nach 
Gleichung [36), wenn wir dann ./ liini ^=sO setzen, ist: 



SO kommt: 



und wenn man diesen Werth von -^^^^^ in den unter (4ij 
mitgetheilten Ausdruck von C einsetzt, so kommt : 

(52) =J±da-A~B . 

Daraus folgt i dass, wenn die in A und B vorkommenden Inte- 
grationen ausfahrbar sind , damit zugleich auch C auf ausfübr- 

bare Integrationen zurückgeführt ist. 

. Zugleich siebt man aus der Form der letzten Gleichung, dass 

(53] A^B-hC^J±da 
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ist, und da fttr alle euUernlereo Theiie der Oberllache, welche 
ausserhalb des von uns vorläufig betrachieieu Flächenstiickes ~ 
liegen , dieselbe Gleichung aus dem Früheren als bekannt vor- 
ausgesetzt werden kann, so gelangen wir für DV wieder zur 
Gleichung (II), und diese Gleichung bleibt sumit i;uUiii, 
wie nahe auch der Punct p an der Oberflüche des 
Körpers liegen mag, und zwar sowohl an der inne- 
ren als auch an der äusseren Seite der Oberfläche. 

Wenn der Punct die Oberfläche durchschreitet, und aus 
dem Inneren des Körpers in den leeren Uaum tritt, so iindert 
von den Elementen da die eine Hälfte ihr Vorzeichen , und da- 
durch ändert sich der Werlh von DV eben so sprungweise , wie 
sich die Dichtigkeit kp bei diesem Durchgange ändert. In der 
Oberfläche selbst verliert die Gleichung (II) ihre bestimmte Be- 
deutung, weil man hier für die Dichtigkeit kp weder k noch 0 
als den unbedingt richtigen Werth .angeben kann. Man kann 
indessen nicht sagen, dass die Gleichung (II) hier ungültig 
wird , sondern sie drtickt eben aus , dass der Werth von DV an 
dieser Stelle eben so unbesliiiimL ibl, wie der von kp. 

§. 48. 

Bei der vorigen Auseinandersetzung wurde vorausgesetzt, 

dass die Krümmung an der belreHenden Stelle endlich sei ; aber 
auch diese Bedingung ist zur Gültigkeit der Gleichung [U] nicht 
nolh wendig. Mehmen wiran, dass statt der Gleichungen (49) 
die folgenden Gleichungen gelten : 

(54) -|- = mt^i 

so ist, wenn die Exponenten jn und y<4 sind, die Krümmung 
an dem betrellenden Puncle, welcher zugleich der Anlans^spunct 
der Goordinaten ist, unendiidi gross. Dessenungeachtet bleibt 
die Gleichung (II) gtfltig, so lange nur die Exponenten angeb- 
bare positive Werthe haben. 

Es handelt sich zum Beweise wieder nur um die AusiÜhr- 
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barkeii der Integrale A und B, Setzen wir io (48) fUr die 

obengegebene Formel ein , so kommt statt der Gleichung (50) , 
wenn wir zugleicii für R seinen W erlh setzen : 

Hierin wollen wir die neue Veränderliche u einführen mit der 

* 

Bedeutung: 
woraus folgt; 

u = m'»" 

du» ^u'^^^du' . 
Dadurch geht der Ausdruck über in : 

Hierin kann der Nenner nicht kleiner a!s werden , und die 
zu integrirende Function bleibt also endlich. Dasselbe gilt von 
dem Integrale und durch die Ausführbarkeit dieser beiden 
Integrale ist, wie vorher, auch die des Integrales C mit be- 

wieö(!n. 

Nur dann liort die Glelchunj^ (11) auf gültig zu sein , wenn 
die Körperoberfläcbe an der betreffenden Stelle so gestallet ist, 
dass auch die Gleichungen (54) mit angebbaren positiven Wer- 
then von fi und v nicht mehr angewandt werden können , wenn 
also, wie Gaiss es bei einer .inderen Gelegenheit ausdrückt*), 
die Üiiferentialcocllicienten mit keiner Potenz von ?/ melir zu 
einerlei Ordnung gehören. Dieses ist insbesondere der Fall bei 
absolut scharfen Spitzen , Ecken und Kanten , bei denen es gar 
keine bestimmte Tangentialebene giebt. Indessen sind auch 
Fälle denkbar, wo noch eine beülinimle Tangentialebene vor- 
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banden ist, und doch die Gleichuntien (54) nicht gelten. Gauss 
fuhrt ah em Beispiel der Art ao, wenn die Differentiaicoefficien- 

ten Ton der OrdDuog wären. Solche Falle können in Be- 

zug auf ihr Verhallen zur Gleichung (II) denen zugesellt werden, 
wo die Fläche wirkliche Spitzen und Kanten bildet. Was diese 
letzteren FäWe anbetrifft, so kann man sich leicht davon Uber- 
zeugen , dass in unmittelbarer Nähe einer Spitze oder Kante die 
zweiten Differentialcoefficienten der Potentlalfunction einzeln 
unendlich gross werden; und wenn in ihrer Summe die un- 
endlich grossen Glieder sich der Forin nach auch gegenseitig 
aulbeben , so kann man doch von einer algebraischen Summe, 
deren einzelne Glieder unendlich gross sind, nicht mehr einen 
bestimmten endlichen Werth angeben. 

§. 49. 

Bevor ich die homogenen Körper verlasse , und mich zum 
Bew^eise desselben Salzes für nicht liotnogene Körper wende, 
will ich über die ersten DilTerenliaicoefhcienteu des in (III) ge- 
gebenen Ausdruckes von V eine Bemerkung einschalten, welche 
zwar mit jenem Beweise nichts zu thun bat , aber fttr andere 
Anwendungen desselben Ausdruckes nothwendig ist. 

Wahlen wir wieder beispielsweise den auf die a;-Goor- 
dinate bezüglichen Differentialcoefficienten , so ist dieser gemäss 
der ersten der Gleichungen (38) : 

Nun haben wir früher, in g. 41 , die nach der o^Bichtung ge- 
hende Kraftcomponente direct bestimmt, und haben gefunden 
[Gleichung (26)] : 

worin & den Winkel des Leitstrables mit der £D-Richtung be- 
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deutet. Fttr unseren Fell , wo k ooDsteot iet , können wir die 
Integration nach r ausführen, und erhalten : 

(57) X:^€kJ{±R^±R^±ek:.)co&^da 

worin sich die Werthe , ^^^* verschiedenen Durch— 

schnilto desselljeii Leitslrnhles luil dvv Oberflüche beziehen, 
und die Vorzeichen so zu nebincn sind, wie rs in §. 15 aus— 
einandergesetzi ist. Fuhren wir hierin statt da das Oberflächen— 
elenient da ein, und setzen zugleich fttr cos^ seinen Werth 

-"^ — , so koaunt : 

n 

158) X=:ek idot . 

Vergleicht man diesen Ausdruck von X mit dem in (56) fttr 
-^angeführten , so scheint es , als ob beide verschieden seien, 

wahrend sie doch nach der Bedeutung der Potentialfunction 
gleich sein mttssen. Indessen Hegt der Unterschied nur in der 
Form und nicht im Werthe der Ausdrucke. 

Es liisst sich niimlich l)eweisen, dass für jede geschlossene 
Flüche folgende Gleichung giJl : 

,59) , 

und miUelst dieser Gleichung kann man, wie leicht ersicbliich 
ist, die Ausdrücke (56) und (58) gegenseitig in einander ver- 
wandeln. Den Beweis fttr die Bichiigkeit der angeführten Glei-- 

chung will ich, um den Gang dei .uitleren H( t räch Lungen uiclit 
ZU sehr zu unterbrechen, in einer Anmerkung luhreo*). 



^) Wir geben bei dem Beweise voo der Glelcbeng (57) aus, welche, 
wie im Texte erOrlerlist, durch eine einfache Umgestaltung zu derGlei- 
chung (58) führt, und wollen beweisen, dass sieb aus ihr bei einer anderen 
Art der Umgestaltung, unter der Voraussetzung, dass die Fiäcbe ganzge- 
scbiosseo ist, aacb folgende Gleichung ableiten Ittast : 

(a) X^-f^dm . 

Durch die Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung (SSJ ergiebtsich 
dann die Gleichung (&9), welcbe bewie«eii werden soll. 
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§. 20. 

Wir wenden uns nun zum Beweise der Gleichung (U) für 

den Fall, dass der Körper nicht homogen ist. 



Wir führeo , um das Element do auszodrackeD , Polercoordlnalen ein, 
indem wir die durch den Panetf» gehende mil der flp>-Axe parallele Gerade 
als Axe nehmen, und dann unter ^, wie vorher, den Wioltel des Leitstrah- 
les mit der Axe verateheo, und mit t/> den Winicel beseiebneap welchen die 

durch die Axe und den Leitstrahl gelegte Ebene mit einer anderen durch 
die Axe gehenden festen Ebene bildet. Dadurch geht die Gleichung (57) 
über in : 

(b) X^ek JJ {±n{±n^± etc.) Qos^sm^d^dqf . 

Hierin wollen wir unsere Aufmericsamkeit xnoichst nur auf das Integral 

nach ^ richten, welches wir der Kürze wegen durch einen einfachen Buch« 
stalMn bezeichnen wollen, indem wir setzen : 



(CJ /= ^(±7?, ±Äj±etc.)cos^sin^ 



Dieses Integral bezieht sich aui die Curve, in welcher eine von der 
Axe aus nach der durch den Winkel (f bestimroteo Richtung gebende Ebene 
die Oberfläche des Körpers schneidet, und es ist für unseren Zweck vor- 
theiihaft das Bogenelemeot d$ dieser Gurve statt des Wiokelelemeoles dd- 
anzuwenden. Wenn an der Stelle , von wo aus wir die Lttuge s des Bogeos 
rechnen wollen, der Leitstrabi die Oberfläche in der Bichtung voninnen 
nach Aussen durchschneidet, so nehmen wir 9 nach der Seite hin als 

dd- 

wachsend an , wohin ^ wächst, im anderen 1 alle umgekehrt, so dass — - 

im ersteren Falle positiv im letzteren negativ ist. Wenn dann die Curve in 
ihrem weiteren Verlaufe sich so biegt, dass die Durchschniltsrichlung des 
LeiUtrahJes sich umkehrt, so o^cbt es sich von selbst, dass an derselben 

Stelle auch -^r sein Vorzeichen «ndert. Demnach hat ~ immer das^ 

OS ds 

treibe Vorzeichen, mit welchem der zu diesem BogeneJemente gehörige 
Leitstrahl Ä in der vorigen Gleichung zu nehmen ist, und uiaa kann daher 

statt ± Rd» schreiben A-^df . Da ferner zu jedem Eiementarwinkei d& 

gerade so viele Bogenelemente dt geb<iren , als die vorige Gleichung ver- 
schiedene Werlhe von A enthält, so geht die Gleichung Aber in : 



(d) J^fRcos&siB& 4^ ds 



ds 
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Es soll vorläufig wieder vorausgesetzt werden, dass p nicht 

in unmittelbarer Nahe der Oberflüche liege, und fetner dass die 
Dichtigkeit k des Körpers sich stetig üDdcre, oder, vvenD 



worin B und S- , da der WInicel ip bei der Integration conttant Ist, als Func- 
tionen von t tu betrachten sind. 

Wir wollen nnn den zn integrirenden Aosdnidc in swel Pactoreo zer- 
legen » welche in der folgenden Glelebnof doreb einen Ponct von einander 
getrennt sind : 



und auf dieses Product wollen wir die Metbode der tbeilweiseu Inlegratton 
anwenden. Oa das Integral von cos^-^df einfach sio^ ist, so erhalten 

wir, wenn wir die Greaswertbe von H und ^ mit ü', und H", ^" be- 
zeichoeo i 



Die boidcn ersten Citpcler dieses AiiS'Irnckes sind entweder gleich Null, 
oder, wenn sio anticbbare Werthc hal i ii, so hchoii sie sich gegenseitig auf. 
Da n{imli(;h unsere Integration von dw ^loschlüssenen Durchschnittscurve, 
welche die Ebene mit der KörperoberOache })ildet, nur den Theil umfassen 
soll, welcher an der einen Seile der Axo liej^t (denn die nach der entgegen- 
gesetzten Seite der Axe gebende andere Hälfte derselbe Ebene entspricht 
einem anderen Werthe von , der um 480* von dem hier angenommenen 
verschieden Ist), so sind in Bezog auf die Grenzen der Integration zwei 
Ftflle möglich. 4) Wenn von der Gurve nur ein Stttclc an der einen Seite 
der Aze liegt, so liegen die beiden Bndpuncle dieses Stttckes in der Aze 
selbst, und die Grenz werthe ^' und y des Winkels & sind daher entweder 
0 oder n , woraus f l^t cliis-s sin und s'iUx'h" , und mit ihnen jene beiden 
Glieder einzeln gleich Null werden. 2) Wenn die ganze geschlossene Ci\rve 
an dor oinon Seite der Axe liegt, so fällt ihr Endpunct mit dem Anfangs- 
punclo zus.i i mon. Diu beiden Grenzwerthe sowt Iii von Ii als auch von i> 
sind also unter einander gleich, und Jene beiden (ilii-tier hoben >ich ^OLen- 
seilig auf. Es kann auch vorkommen, dass die beiden erwähnten Falle zu- 
gleich stattfinden oder einer von ihnen sich mehrmaU wiederholt, da die 
Durchscbnillscurve einer Ebene mit der Körperoberflliche aus mehreren in 
sich geschlossenen Tbeilen bestehen kann; aber dadarch wird an dem 
Resultate, dass die beiden ersten Glieder des vorigen Ausdruckes fortfallen^ 
nichts geHodert. Bs bleibt also nur das letzte Glied zu betrachten , und 
wenn wir dieses noch dadurch abBndern , dass wir es mit H mullipliciren 
und dividiren, so kommt : 




R sin ^ . cos - ds 



(e) /«R" 8in»^"-Ä' sin fsin^ -^^'^ f " ^ ds . 

« / (IS 
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sprungweise Aenderungen vorkommen, dass diese nicht in un- 
mittelbarer iNahe desPuDCtes p stattQnden, so dass man sich um 
diesen Punct eine geschlossene Fitlebe , welche überall uro einen 
endlichen Abstand von p entfernt ist» beschrieben denken kann, 



(f) • ■ 



Dieser Aatdrock muss oaa noch, um den vollständigen Ausdruck voo 
Z zo erbalteD, gemäss der Gleichung (b) , mit cUf multiplioirt und mit dem 
rweiteo integralzeicben und dem Factor dt veraeben werden. Es kommt 
also : 



'» ^— *aJJ 



Der Z ihler des Bruches, welcher hier unter deiu Integralzeichen steht, hat 
eine einfache omelrische Bedeutung. Das Product Äsin 0- ist die Projec- 
tion des Leiti.Uahies /{ auf eine auf der Axe senkrechte Ebene, und dem- 
nach ist , wie man leicht sieht, der ganze Zähler seinem absüiuleri Werthe 
oach die auf dieselbe Ebene bezogene Projection desjenigen Elementes der 
OberflKche « welches den Elementen ds und enisprichtt welche Projee- 
UoQ, abgesehen vom Voneicben , durch odo» dargestellt wird, wenn, wie 
früher, dto das OberflHchenelement, und «den den Cosinus des Winkels 
twischen der darauf errichteten Normale und der Axe bodeolet. Was die 
Voneichen anbetrifll, so kenn man steh dprch eine nfihere Betrachtung 
des Gegenstandes leicht davon fiberseugen, dass in Folge dessen, was ttber 
den Sinn, in welchem t als wachsend angenommen wird, gesagt ist, die 

Grosse . ^(l^^j°^) ^ weiche allein f n jenem Zahler ihr yoneeichen ändern 

OS 

kann, immer dasselbe Vorzeichen hat, wie der mit « bezeichnete Cosinus, 
wobei ich darnn erinnfTti >vi!! , dass die Norruale, auf welcho sich a be- 
zkhi, immer la der i; rlitung vom Körper nach Aussen hin betrachtet wird. 
Man kanu also schreiben : 

d(üsin») 



und dadurch ^.cht die vorige Gleicbuog über in die oben unter (a) ange> 
rührte Gleicbuog: 

durch deren Verbindung mit der Gleichung (5t)) man die zu beweisende 
Glelchuog (59) erbalt. 



i^iy u^Lo Ly Google 



46 



lonerhalb deren nur stelige DicbUgkeifcsäodeningeii vorkommen. 
Auf den von dieser Flfiohe eingeschlossenen Tbeii des Körpers 
können wir dann unsere Betrachtung beschränken , denn der 

Tbeil des Körpers, welcher ausserhalb dieser Fläche liepit , und 
dessen Klcinenle sich daher alle in endliclier l'Intfernung von p 
befinden , kann auf den Werth von DV keinen £[nfluss haben, 
da der auf ihn bezügliche Tbeil von DV unseren froheren Er- 
gebnissen gemäss Null sein muss. Der Fall, wo in unmittelbarer 
Nähe des Puncles p eine sprungweise Aenderung stattfindet, 
worin zugleich der Fall, wo p in unmiltelbarcr Nähe der Ober*- 
flacbe liegt, mit einbegriffen ist, bedarf noch einer besonderen 
Bemerkung, welche nachträglich hinzugefügt werden wird. 

Femer soll der Einfachheit we^^en vorausgesetzt werden, 
dass der helrachlete Körper so gestnilot sei, dass jeder von 
p ausgehende Lcitslrahl die Oberfläche nur Einmal schoeidel. 
Sollte die Gestalt des gegebenen Körpers diese Bedingung oicbt 
erfüllen , so kann man sich wieder durch eine gedachte Flüche 
einen Tbeil von der gewQnschten Form aus dem ganzen Körper 
aussondern, und diesen allein betrachten. 

Wir wollen nun zunächst die Gomponenten der von dem 
Körper auf den Punct p ausgeübten Kraft bestimmen , da wir 

wissen, dass diese Kraflcoiiipünenten milden ersten Differen- 
tialcoefficienten der Fotentialfunction identisch sind. 

FUr die nach der jV-Ricfatung gebende Gomponente haben 
wir nach Gleichung (26) » wenn wir den Cosinus des Winkels, 
welchen der Leitstrahl mit der ovAxe bildet, mit a bez^cbnen: 

Jss JJkadrda , 

worin die Integralion nach r von 0 bis !?, d. h. bis zu dem 
Werlbe, welchen r im Durchschnittspuncte mit der Oberfläche 
hat, und die zweite Integration Uber den ganzen körperlichen 
Winkelraum ausgedehnt werden muss. Da die Grösse a von r 

unabhängig ist, so kann man den vorigen Ausdruck auch so 
schreiben : 
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R 

Hierin wollen wir das Integral fk dr in eine etwas andere Form 

t/o 

bringen y indem wir statt r eine andere Veränderliche einführen. 
Wenn wir in einem Leitstrahle, welcher von p bis zur Ober- 
fläche gezogen ist, irgend einen Punct betrachten) so wird dessen 

Abstand vou p mit r bezeichnet ; wir wollen nun den Ahslnntl 
desselben Punctes von dem anderen Endpuncte des Leitslrabies, 
wo dieser die Oberflache schneidet, mit q bezeichnen. Dann ist: 

r^Ä — ^ 

Ferner sind die Grenzen von q , welche den Grenzen ü und H 
von r entsprechen, H und 0, und wir bekommen also : 




Ausserdem wollen wir statt des Elementes da des körperlichen 
Winkels das Element dw der OberOSche des Körpers einführen. 

Dazu haben wir nach (ileichung (84) , in welcher wir für unse- 
ren Fall von den beiden Vorzeichen das obere zu wählen haben, 

^eil alle Leitsirablen die Oberfläche in der Richtung von Innen 

Dach Aussen durchschneiden : 

do==-^ da) , 
Die Gleichung (60) geht also tiber in : 

(61) X^efdma±ßd(f . 

Aus dieser Formel für die Gomponente X kanneo wir ohne 
Weiteres auch diejenigen für dte Gomponenten Ymd Z ableiten. 

Da nämlich a die einzige in der Formel voi kümmende Grösse 
ist^ welche auf die a>-Ax.e Bezug hat, so brauchen wir für diese 
nnr die entsprechenden auf die beiden anderen Axen bezüg- 
lichen Grossen b und c (die Gosinos der Winkel, welehe derselbe 
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Leitstrahl mit der ^ und z~Axe bildet), substituiren. Setzen 
wir dabei noch zur Abkürzung: 

(62) ^^i^fkdq 

so kommt : 

(63} { y=ef bKdui 

Diese Formeln müssen nun differentiirt werden, die erste 
nach die zweite nach y und die dritte nach %. Da die Inte- 
gration nach einer Grösse stattfindet, welche von diesen drei 
Veriinderlichen unabbüngig ist, so können wir unter den^Inle- 
gralzeichen differentiiren. 

Die unter den Integralzeichen stehenden Ausdrücke ent- 
halten die Veränderlichen x, y und % nicht unmittelbar, sondern 
nur dadurch, dass die Grossen a, h, c und /? , welche in ihnen 
vorkommen , von jenen Veränderlichen abhängen. Betrachten ' 
wir nämlich den durch die 'Gleichung (62) näher bestimmten 
Factor K, so ist darin nach §. 46 zu setzen : 

worin die Grossen a , ß und y, welche die Richtung der auf dta 
errichteten Normale angeben , von x , y und z unabhängig sind. 
Die Grösse k, welche in (62) nach q inlegrirt werden soll, ist 
zwar ursprünglich als Function von x'y y und js' (den recht- 
winkligen Coordinalen des Punctes , für welchen k die Dichtig- 
keit darstellt) gegeben ; diese Veränderlichen müssen wir uns 
aber zur Ausfuhrung der Integration durch a, 6, c und q ersetzt 
denken, von denen dann die drei ersten für die vorgeschriebene 
Integration , welche sich nur auf die Puncto eines bestimmten 
Leitstrahles bezieht, conslant bleiben, und nur die letzte ver- 
änderlich ist. Isennen wir, wie früher, die Coordinaten des 
Punctes, wo der Leitstrahl die Oberfläche schneidet, 
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vvährend die Goordtnaten eines anderen in dem Leitstrahle lie- 
genden Punctes, welcher von jenem um ^ eatfei lU i6i, x\ y\ z 
beissen^ so haben wir : 

o= * ■ - 

Q 

und entsprechend für die beiden anderen Gosiaus, woraus folgl: 

Durch Einsetzung dieser Werthe von x\ y und s' gebt die 

Grösse wie es oben izofordcrt wurde , in eine Function von 
a, 6, c und q Uber, und wenn man diese nach q von 0 bis R 
integrirt, so erhält man eine Function von 6, c und R. Dem- 
nach ist auch die ganse GrOsse K als eine Function von a, c 
und R zu betrachten » während diese letzteren vier Grossen 
selbst als Functionen von aj, y und z gegeben sind, indem nach 
i.16 ist: 

R ' ^ Ä • ^ II 



Wir iLönnen also schreiben : 
d(og) _ d(rtÄ' j(fl/r) db^ d{aKl de ^ d{aK) dR^ 

^ da dx db dx"^ de dx dR dx 

-da rdK_ da_ dK_db JK_ de dK dR \ 
^ dx'^\da dx"^ db dx'^ de dx'^ dR dx j' 

Hierin ist in Folge der vorigen Werthe von a, 6, c und R zu 
setzen : 

da — 1 -i-g* ^ ^ ab_ , de ae , _dR 

"d:^^"" ' dx^ R dx™ R * dx 

wodurch koninit : 



d'aK) -4+0* a dK aW dK >dK , ^ <IÄ\ ^2 ^K" 



doj il Ä da Ä \ da ' dft ^ de / dÄ 

Ganz entsprechende Ausdrücke ergeben sich für und -^^j 
und man erhält also im Ganzen : 

Clftttiint, PotentialAiMlion. ^ 
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ix J \ * Ä da äV da di 

dl' A-<+6V b dK b'/ dK , ,dK , dK\ AjdKlj,. 

<j» V i Ä Jt de Ä V <M> de / dÄ j 

Bei der Additjon dieser Gleicbongen beben sich die meisten 
Glieder gegenseitig auf, und es bleibl nur: 



do) 



(65) 



dX . dY dZ 



dx 



4 



diy^d% 



Zur Biiduns des hierio vorkommenden Differentialcoeffi— 



cienten wenden wir die Gleicbang (62) an. Daraus ergiebi 



sich : 

m) 



dK 
dR 



• '0 «^0 



Im ersten Güede an der rechten Seite können wir statt des In- 
tegrales wiederum die Grtfsse einführen , wodurch es über- 
geht in : 

Der im zweiten Gliede vorkommende Differentialcoefficient des 
Integrales nimmt eine s6hr einfache Gestalt an. Es ist bekannt- 
lich aligemein : 

wir haben also in 4er Formel welche k als Function von 6, c 
und Q darstellt, nur R an die Stelle von ^ zu setzen. Dadurch 
erhalten wir denjenigen Werth, welchen k im Pnncte p bat, und 

welchen wir durch kp bezeichnet haben^ und es kommt somit: 



t/o 



Demnach geht die Gleichung (66) (Iber in : 

dK ^ K . 



(67) 
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Wenn man diesen Werth von in (65) einsetzt, so beben 

sich wieder zwei Glieder auf, und es kommt, wenn wir die 
Grösse Ap, welche fUr die iDtegratioo coDStant ist, aus dem In- 
tegralzeichen herausnehmen: 

Der hier unter dem Integralzeichen siehende Ausdruck lasst sich 
wieder durch das Blenient da des körperlichen Winkels ersetzen, 

worauf dann die Integral ion solorl ausgeführt w erden k.mn, und 
den gauzeii körperlichen Winkelraum 4:/rgiebl. Es kommt also: 

oder da die linke Seite nichts anderes als DV bedeutet: 

was £U beweisen war, 

§. 24. 

Bei der PQhning dieses Beweises ist vorausgesetzt, dassj» 
nicht in unmittelbarer Nalie der Oherüjiche liege , und dass die 
Dichtigkeit des Körpers sich in unmittelbarer Nähe von p nicht 
sprungweise ändere. 

Was die Lage in der Nähe der Oberflache anbetrifft , so isl 
bei homogenen Körpern durch eine besondere Betrachtung ge* 
zeigt worden , dass , wenn die Oberfläche nicht gerade an der 
betreffenden Stelle eine Spitze oder Kante bildet, die Gleichung 
(U) bis in unmittelbare Nähe der Oberflache gttltig bleibt. Eine 
ahnliche Betrachtung könnten wir auch für die nicht homogenen 
Körper anstellen , indessen wflrde sie hier etwas weitläufiger 
werden, und ich glaube, dass es genllgt, sie fUr den einfacheren 
Fall wirklich ausgeführt zu haben. Die wesenliicbe Eigenschaft 
der Oberfläche, um derentwillen sie überhaupt eine besondere 
Betrachtung nöthig macht, nämlich die, dass in ihr eine sprung- 
weise Aenderung der Dichtigkeit eintritt, indem sie zwei Räume 

4* 
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von einnnder scheidet, in deren einem die Dichligkeil einen an- 

^chbareii Werth hat, wahrend sie im anderen Null ist, findet in 
beiden Fallen statt, und wenn daher im einen Fnlle nncli gewie- 
sen ist, dass diese Eigenschaft nicht zur Folge hat, dass die 
(jleicbung, welche im Innern des einen und des anderen der 
beiden RSurae gültig ist, in der Ntfbe der Trennungsfläche un- 
gültig wird, so kann man dasselbe auch fUr den anderen Fall 
annehmen. 

Auf den vorigen Fall lasst sich auch derjenige zurückfuh- 
ren , wo der Punct zwar tief im Inneren des Körpers liegt , aber 
die Dichtigkeit des Körpers in der Nahe des Punctes eine sprung- 
weise Aenderung erleidet. 

Es sei ein Körper gegeben, der durch eine innere Flüche in 
zwei Theile gelheilt wird , welche sich in Bezug auf ihre Dich- 
tigkeit verschieden verhalten. Die Dichtigkeit des einen sei 
durch dargestellt, welches Zeichen eine Function der Raum- 
coordinaten bedeuten soll, die sich nur stetig Undert. Die Dich- 
ligkeil des anderen sei k'-hk'\ worin k' dieselbe Function ist, 
wie vorher, und k" eine andere Function, die sich, soweit sie 
gilt, ebenfalls nur stetig ändert, die aber von jener Fläche an, 
obwohl sie in derselben noch einen endlichen Werth hat , nach 
der einen Seite hin ungültig wird, so dass also der Werth, wel- 
chen k" in der Fläche hat, die Grosse des Sprunges darstellt. 
Dann denken wir uns in dem Räume, wo die Dichtigkeit k'-^k** 
ist, zwei Körper so Uber einander gelagert, dass sie beide den* 
selben Raum ausfüllen , einen mit der Dichtigkeit U und den 
anderen mit der Dichtigkeit k" . Der erslero bildet mit dem an 
der entgegengesetzten Seite der Flache befindlichen Kürperlheile 
einen zusammenhängenden Körper, dessen Dichtigkeit Uberall 
durch die stetige Function k' dargestellt wird , und welchen wir 
C nennen wollen. Den letzteren dagegen , mit der Dichtigkeit 
k" , betrachten wir als einen ftlr sich bestehenden Körper, 
welcher C" heisse , und welcher jene Trennungsüäche als einen 
Theil seiner Oberfläche hat. 
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Hiernach kann man sicli die Potenlialfunclion V des ganzen 
gegebenen Körpers iu die Potenlialfunctionen V' und V*' der bei- 
deo Körper C uod C" zerlegt denken. Dann hat man : 

und daraus folgt : 

DV = DV''hDV" . 
Die ersle der beiden rechts stehenden Grössen ändert sich, wenn 
der Punct p die Trennungsflache durchschreitet, nur stetig, weil 
der Punct dabei im Innern des Körpers C bleibt, und sie wird 
an beiden Seiten der Flache durch —iTtekp dargestellt, worin 
k'p den bestimmten Werth der Function k' im Punctc p bedeu- 
tet. Die zweite Grosse dagegen ändert sich sprungweise. An 
der einen Seite der Fläche (d. h. ausserhalb des Körpers C")f 
bis dicht an die Fläche hinan, ist sie =0 ; an der anderen Seite 
(d. h. innerhalb des Körpers 0") ebenfalls bis dicht an die 
Fläche hinan, ist sie = — ijtekp . Wir erhalten also mi Ganzen : 
an der einen beUe der Fläche DV=i — inekp 
„ „ andern „ „ DV=^i7t€(kp'irk'p). 
Bezeichnen wir, wie früher, die ganze Dichtigkeit mit wobei 
A: aber jetzt eine Function darstellt , die eine Unterbrechung der 
Stetigkeit erleidd , idilcin an der einen Seite der Fläche Är=Ä:', 
und an der anderen k=k'-i-k" ist, so können wir die beiden 
vorigen Gleichungen in Eine überall gültige Gleichung susam- 
menfassen : 

welclif s wieder unsere Gleichung (II) ist. In der Fläche selbst 
bat die Dichtigkeit keinen bestimmten Werth, und die Gleichung 
drückt daher aus, dass in dieser Fläche auch DV unbestimmt ist. 

Nur in dem Falle, wenn in unmittelbarer Ntthe des Punctes 
p eine sprungweise Aenderung der Dichtigkeit stattfindet, und 
zugleich die Fläche, in welcher sie statlhndet, «m der betreuen- 
den Stelle eine Spitze oder Kante bildet, wird die Gleichung (II) 
ungültig, gerade so, wie in dem entsprechenden Falle in der 
Nttbe der Oberfläche. 
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§. 88. 

Es koiuml zuweilen der Fall vor, d<iss man eine Quanlitül 
eines Agens zu betrachten bat, von welcher man annimuit, dass 
sie nicht einen Raum stelig ausfüllt , sondern nur Uber eine 
Flache stetig verbreitet ist. So ist es z. B. bekannt, dass 
freie Blectricitat, welche einem leitenden Körper mitgetheilt 
wird, iiii Glcichgewichlszustande nicht das Innere des Körpers 
erfüllt, sondern nur an der Obetilachc desselben angehäuft ist. 
£s kann zwar in der Wirklichkeit nicht eine mathematische 
FlHche sein, welche die Electricitütsmenge enthalt, sondern man 
mnss sich eine Schicht von sehr geringer Dicke denken ; indes- 
sen in der Rechnung wird beiden meisten UntersuchuiigcTi diese 
Dicke vernachlässigt, und man denkt sich die ganze £lectrici~ 
tatsmenge in einer mathematischen Fläche befindlich. 

Wir mttssen nun untersuchen , ob unter dieser Bedingung 
die Potentialfunction und ihre DifferentialcoelBcienten neue be- 
nierkenswerlhe Eigenscbafteo zeigen. 

§. 23. 

Wir wollen zunächst wieder einen einfachen speciellen Fall 
sur BetrachtUDg auswählen , welcher besonders geeignet ist, die 
mit dieser Bedingung verknüpften Eigenthllmlichkeiten klar 

hervortreUn zulassen, und nach dessen Behandiaui: dann die 
allgemeine Betrachtung iiürzer gefasst werdt o kann, als es sonst 
ohne Beeinträchtigung der Verständlichkeit möglich wäre. Wir 
wollen nämlich vorläufig annehmen, dass die mit dem 
Agens bedeckte Fläche ein Stttck einer Ebene, 
und dass die VertheiluDg des Agens Uber dieselbe 
gleichförmig sei. 

Wenn die auf einem Elemente da» der Fläche befindliche 
Menge des Agens hdta ist, so nennen wir ^die Dichtigkeit 
des Agens, und wo es zur Unterscheidung nothwendig ist, kön* 
nen wir diese Dichtigkeit, welche sich auf eine Fläche bezieht 
im Gegensatze zu der gewöhnlicheo , welche sich auf den kör- 
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perl ichen Raum bezieht, FUlchend ic litigkeit nennen. Ist 
nun r der Abstand des Elementes du) von dem Puncte j», so ha- 
ben wir zur BealimoniDg der PotenUaifanctioD die Oleicbung : 

(70) ^^^^ßr ' 

worin die Integration Uber den Flächeninhalt der ebenen Figur, 
welche mit dem Agens bedeckt ist; ausgeftlbrt werden muss. 

Um das Integral in eine für unseren Zweck geeignete Form 
zu bringen , nehmen wir die Ebene , welche die Figur enthalt, 
rar a:y-Ebene unseres Goordinatensystemes. Wenn wir dann 
vom Puncto p mit den Coordinaten Xy y und st ein Perpendikel 

auf diese Ebene fallen. \ind dessen Fusspnnct betrachlen, so liat 
dieser ebenialis die Coordinaten x und y , während seine dritte 
Goordinate Null ist. Diesen Fusspunct wollen wir nun zum 
Hittelpuncte eines Systemes von Polarcoordinaten in der Ebene 
nehmen, in welchem der Leitstrahl ti, und der Winkel dessel* 
hen mit der a;-Axe y heisscn soll. Dann können wir setzen : 

d(0=stirfffdq) , 

und zugleich haben wir, wenn § uad ij die rechtwinkligen Coor- 
dinaten dieses Fläcfaenelementes sind : 

und die Gleichung für V geht daher über in : 

(71) Vm.thff^!^ . 

Hierin lässt sich die Integration nach u sogleich ausfuhren. 
Man hat nämlich allgemein : 

und es kommt nur darauf an , die den ümsländen entsprechen- 
den Grenzwerthe in diese Formel einzusetzen. Dabei macht es 
einen wesentlichen Unterschied , ob der Fusspunct des von p 
auf die Ebene gefällten Perpendikels innerhalb oder ausserhaiß 
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der mit dem Agens bedeckten Figur liegt. FUr unsere weiteren 
BetracbtODgeD ist Dur der Fall voo loteresse, wo er innerba Lb 
liegt, und diesen Fall wollen wir daher voraussetzen. 

Dann ist das Integral vom Anfangspuncte des Leitstrahles 
bis zu seinem Durchschnitlspuncte mit dem Umfange der Figur 
EU nehmeOi und wenn die Figur so gestaltet ist, dass der Leit- 
strabi den Umfang mehrmals schneidet, was dann jedenfalls eine 
ungerade Anzahl von Malen geschehen moss, so kommen noch 
die Stücke vom zweiten bis zum tiriltcn DurchscliiiiUo , dann 
vom vierten bis zum fünften Durchschnitte u. s, f. in Betracht. 
Nennen wir also die den einzelnen Durchschnitten entsprechen- 
den Werthe von u der Reihe nach , etc. und setzen femer 
zur Abkürzung : 



In dem ersten Gliede innerhalb der Klammer dürfen wir nicht 

einfach z an die Stelle von ys- setzen, weil diese Wurzel, 
weiche ein specieller Werth des Abstandes r ist, stets positi v 
sein muss, während z positive und negative Werthe haben kann. 
Ich werde daher, um dieses anzudeuten , den Wurzelausdrucfc 
in der Formel beibehalte. 

Da die Grösse ]/V von ^ unabhängig ist, so können wir 
bei diesem Gliede auch die zweite Integration ohne Weiteres 
ausfuhren , and erhalten dadurch , indem das Integral von 0 bis 
Stt zu nehmen ist : 



Das hierin noch vorkoiiiiiiende Inlegidl können wir in eine 
andere Gestalt bringen in welcher es für die beabsicl^iiulen Diffe- 
rentiationen geeignet ist. Wir fuhren dazu statt des Winkelele* 
mentes dg> das zwischen seinen Schenkeln liegende Element 
ds des Umfanges ein. Ist der Cosinus des Winkels , welchen 



so kommt: 



(72) ä/rfiA/i5^+aA/(Ä,— Äji+ilg— etc.)<iy . 
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die auf ds errichtete Normale mit dem Leitstrafale bildet, wobei 

die Normale nach der Aussenseite des Umfanges, und der Leil- 
strahl nach der Seite hin, wohin er wuchst, betrachlel wird, 
so hat man : 

173} ^ds = ±dg> , 

worin das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist , je- 
nacbdem der Leitstrahl, indem er wScIist, den Umfang von 

InntMi nnch Aussen oder un)i»ekehrt schneidet. Diese Vorzeiehon 
sind dieselben, mit welchen die in dem Integrale vorkommen- 
den Grössen , , etc. behaftet sind. Wenn man daher 

fUr irgend eins der Producle ± Rdg) das Product {ds subsli- 

tuirt, so muss man diesem letzteren ausserlich immer das Plus- 
zeichen geben. Da ferner in dem Integrale Air jedes Winkel- 
element dq) gerade so viele verschiedene Werthe von R vorkom- 
men , als zu dem Winkelclemenle verschiedene Bopenelemcnle 
gehören, so bilden alle Bogeaelemeute, die durch jene Subsli- 
iution eingeführt werden, zusammen den ganzen Umfang der 
Figur. Demnach kann man schreiben : 

(74) V=-'^7i£hY^-h£hßj-i:äs , 

worin das Integral Uber den ganzen Umfang auszudehnen ist.*] 



4) Der Vollständigkeit wegen will ich auch anführen, wie die Formel 
sich gestaltet, wenn Jcr Fusspnnct des von p auf die Ebene gefaillcn Per- 
pendikels ausserhalb der mit dem Agens bedeckten Figur lifgi. In die- 
sem Fülle muss für jeden Leitstrahl, welcher die Figur überhaupt IrifTt, die 
Anzahl der DuichsclimUe uni dem Umfange eioe gerade sein, und diu lule- 
gralion nach u in der Gleichung (71) bezieht sich auf das Stück vom ersten 
bis zum sweiteo OorcbschnUte , dann , falls noch ipehr Durchscboltle Tor- 
Icommea, Tom dritten bis zum vierteo u. s. f. Mao erbillt daher statt der 
Oleloboog (79) : 

(«) V=€hJ\-R^-^Rj^~-eUs,)dg> , 

worin die lotegration nadi «p sich nor äber den Winkeiraum erstreclct, 
welcher die Figur elosohlieaat. Weon man in dieaer Gleichung für das 
Winkelelement dtp das Bognnelement dt einführt, so erbalt man statt (74) : 



Digitized by Google 



Wir wollen nun mit Hülfe der letzini Gleichung die Diffe- 
renUalcoefficieoten der PoleDiialfunclion bilden. 

Da die Grosse $ , nach welcher integrirt werden soll , von 

den Coordinaten ac, // und z des Puncles p unal»liangig ist, so 
können wir unter dem Integralzeichen diflerentiiren. Die For- 
meln von U, R und welche dazu angewandt werden mUsseD, 
lassen sich ohne Weiteres hinschreiben. Bezeichnen wir die 
Coordinaten des Bogenelementes ds mit ^' und tj' und die Cosi- 
nus der Winkel, welche die auf detii Elemente errichtete Normale 
mit der x- und y-A\e bildet, mit a und ß\ so kommt: 



Wenn man, wie wir es im Folgenden thun wollen, voraussetzt, 
dass der Fusspunct des von p gefüllten Perpendikels in endlicher 
Entfernung vom Umfange der Figur liegt, so sind CT und R fQr 
alle bei der Integration vorkommenden Elemente endliche 

Grössen. 



Sollte der Fnsspunct in unmittelbarer Nähe des Umfanges liegen , so 
dass für gewisse Bogenclemente die Grosse U unendlich klein wfrd^ so ist 
(mit Ausnahme des Falles, wo z — O Ist, so dass R mit rj zuf:leich ver- 
schwindet) das in den Ausdrücken (74) und (b) vorkomnoende InfPL'ral in 
dieser Form nicht ausführhar. Um sich jedoch einen üeberblii k davon zu 
verschaffen , welche Werlhe das Integral in solchen Füllen annmunt, kann 
man die ursprünglichen Formen des Integrals, welche in ^72) und (a) ent« 
halten sind, betrachten. Dana llodet maa« dass, wenn der PaaBpanet «ich 
so bewegt, dass er den Umfang der Figur von Innen nach Aosseo darch- 
schreitet, dabei der Werth des Integrales sprungweise am iftthyi^ ab' 
nimmt. Dadurch wird der Omstaod. dass in der Gleichung (74) eben dieses 
Prodoct als ein mit dem llliHuzeichen versehenes bwinderes Glied vor- 
kommt, während es in derOleiobung (b) fehlt, ausgeglichen, so dass der 
ganie Werth von V lieioe spruogweiee Aenderung erleidet; 




(b) 
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DiffereDtiiren wir nim unter BerttcksiebtiguDg der vorigen 
GleicbuDgen die Gleichung (74) zuerst nach 2, so bekommen 
wir: 

(76) . 

worin der Brach yz=. gleich +4 oder —4 isl, jenacbdem x po- 
sitiv oder negiUiv ist. 

Dieselbe Formel kann man auch erhalten , wenn man die 
Krafloomponente Z unmittelbar berechnet, worauf wir indessen 
hier nicht eingeben woHen. 

Die Üaupifrage in Bezug aut den iUr gefundenen Aus- 
druck Isi die, wie sich derselbe in unmittelbarer Nabe der mit 
deoi Aüens bedeckten Flüche verhält. Lassen wir s unendlich 
klein und Null werden, so wird das zweite Glied des Aus- 
dnickeSy welches den Factor js und ausserdem nur solche Fac- 
toren hat , die endlich bleiben, ebenfalls unendlich klein und 
Null. Anders ist es mit dem ersten Gliede. Dieses ist an der 
Seite der Flache, wo positiv ist , constant uleich —titeh, und 
an der anderen Seite, wo z negativ ist, coDslanl gleich -h^neh. 
Es ändert also seinen Werth in dem Moment', wo p die Fläche 
durchschreitet, sprungweise 11m ifieh. Bezeichnen wir die 

Grenzwerlhe, denen sieb nahert| wenn p von der positiven 
oder von der negativen Seite aus unendlich nahe an die PIttche 
heranrückt, resp. mit ""^ - so kommt: 

Die letztere Gleichuni^ üisst sich , wie wir weiterhin sehen 
werden, auch auf den allgemeinen Fall, wo die Flache ce- 
krUmmt, und die Vertheilung des Agens Uber dieselbe ungleich- 
förmig ist, ausdehnen» und bildet eine neue wichtige Eigenschaft 
der Potentialfunction. 
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Wir kODoen nun ebenso die Gleichang (74) unter Berück- 
sichtigung der Gieiebttngen (75) nach x und y dtfferentiiren. 

Führen wir dieses zuerst nach x aus, so erhalten wir: 

Dieser Ausdruck likssi sich in eine einfachere Form bringen. Es 
ist nämlich : 

R _ _ t/*-t-g* _ i jt* 

Äü» JM/» Ä '*"nF * 

und wenn man dieses in dem zweiten unter dem Integralzeichen 
stehend«^n Gliede einsetzt, so kann man schr eiben : 

Hierin lässl sich beweisen , dass das zweite Integral fttr Jede 
ganz geschlossene Gurve gleich Null ist*) , so dass nur das erste 



I) Ich werde diesen Beweis , welcher im Texte die Uebersicbtlichkeit 
der Auseinandersetzungen etwas storen würde , hier als Anmerkang hin- 
safttgen. 

Es soll bewiesen werden, dass für Jede geschlossene Cnrve ist: 



0 



Dabei wollen wir zur Abkürzung die beiden in der eckigen Klammer vor^ 
kommenden Glieder mit P und Q bezeichnen, so dass die Gleichung laatet: 



Nach Gleichung (78) Ist: 

(b) ^=±U^ 

Ferner ist «t'd», abgesehen Tom Vorzeicben, die ProjecUon des Bogenele- 
mentes ds auf die y-Axe , oder, was dasselbe ist, die Verifnderung, welche 

die ProjocUon des l^eilslrnhle- V auf die j/-Axe nrleidet, während der End- 
pnnct des Leitstrahics das Bogenelomcnt da (iurct)i6uft. Da nun diese Pro» 
jection des LeiUtrahies ü sin ip ist , so kommt : 

(e) a'=±iü^ . 

Es bleibt in diesen beiden Gleichungen noch die Wahl der Vorzeichen zu 
treffen. Betracliten wir in einer zusammenbäogendeu Curve den Winkel <p 
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Integral ttbrig bleibt. Da der DifferentialcoeffieieDi nach tj ganz 
dieselbe Behandlungsweise zulassi , so können wir die beiden 
sich ergebeoden Ausdrucke gleich zusaniuienschreiben : 



als Foaction des Bogens so kann im Verianf der Carva der Differentiale 

coefficient sein Vorzeichen kutiei a, au denselben Stellen aniierl dano 
as 

aber auch der mit t' bezeichnete Cosinus sein Vorzeichen , so dass man in 
der Gleichung (b) von den »ussprlich hinzugefügten Vorzeichen , je naclk 
dem Sinne, in welcJicni innn $ n!s v/nchsend betrarlitct , entweder immer 
das obere oder inini M da» untere beiijehalleii muss. Dieselbe Ueberein- 
stimmung flndet zwischen dem DifTerentialcoefficienlen und dem Cosinus, 
welche in der Gleichung (c) voikonimeo, statt, sodass auch hier üusserlich 
iiutuer dasselbe Vorzeichen zu selzcu ist. Ferner muss, wenn der Sinn, in 
welchem t als wachsend angesehen wird, so gewiblt ist, dass In einer der 
beiden Gleichnngen das obere Vorzeichen gilt , auch in der anderen das 
obere Vorzeichen genommen werden, wie man leicht daraus sieht, dass 
für den specielten Palt, wo der Leitstrahl die Bichtong der a^^Aze bat, beide 
Gleichungen in Eine zusammenfallen Wir wollen nun voraussetzen, jene 
Wahl in Bezug auf t sei In der eben angedeuteten Weise getroffen, so dass 
in beiden Gleichungen iosserlich das Pluszeichen zu setzen sei. 

Berücksichtigen wir dann ausser diesen beiden Gleichungen noch die 
folgende, welche sich von selbst versieht: 



^o kommt 



„ Ä'+s" dtp 



jy* d{Vs\nif] 



Aü* ds 

. dV dw 
= -^^siu9>-^-*--jjj^cosy-^ , 

uud demnach ; 

Hierin lassen sich die beiden Glieder an der rechten Seile in der Weise 
umgeslallcn , dass sie in einen DifTerentialcoefficientcn zusammengezogen 
werden können. Bedenkt man, dass : 

worin » von t onabhUngig ist, und daher : 

dR 1/ 

äs ~ R ' d$ 
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dV 
dx 



(81) \ 

Man sieht sogleich , dass diese Ausdrücke sich , weoD p an 
die Flache beraorUckt und sie durcbscbreitei, nii^gends sprung- 
fveise Vndern , and dass sie daher auch anwendbar sind , wenn 
p in der Fi&che selbst liegt. 



so erhält mao : 



Iii 



(5). 



i dU R dü 



di B ' dt V ' dM 

dü 

^ RO* '"ST 
«• dU 

Wendet man diese Gleichung auf das zweite Glied der Gleicbuog (d) an, 
und setsl zugleich im enten Gliede : 



so kommt: 



du dsinw 



ds 

Dem nach nimmt das ganze io der Gleicliung (a) enlhaileae lüie^r&l 
folgende einfache Gestalt an : 



Hierin lägst sich die Integration ohne Weiteres ausführen, und giebt. wenn 
wir die Greozwertbe des Integrales durch die Indicea 0 und 1 andeuten : 



0 

Für eine qi^schlossene Curve , bei welcher der Anfang und das Ende des 
Bogens in einen und denselben Punct zusammenfallen, sind beide Grenz- 
werthc gleich und heben sich auf, und die zu beweisende Gleichung ist 
somit erfüllt. 
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Man kann diese Formeln anch dadurch erhalten , dass man 
die Kraftcomponenten Xund V unmittelbar berechnet, nur muss 

man in diesem Falle bei den Integrationen, welche in den Rech- 
nungen vorkommen ; wenn die zu integrirenden Functionen fUr 
alle Elemente endlich bleiben sollen, voraussetzen, dass die 
Grosse z nicht unendlich klein oder Null sei , was hei der vori- 
gen Entwickelung nicht nölbig war. 

§. 25. 

£s ist noch von Interesse, zu erfahren, wie sich unter der 
gßmachten Voraussetzung , dass das wirksame Agens nur Uber 
eine Fläche verbreitet ist, die Gleichung (II) verhalt. Da sich 

unter dieser Voraussetzung auf einer endlichen Fläche eine end- 
hche Menge des Agens beßndel, die mathematische Fiäcbe aber, 
wenn man ihre Grösse so bestimmen will, dass man sie als 
einen Theil des körperlichen Raumes betrachtet, gleich Null zu 
setzen ist, so folgt daraus, dass die Dichtigkeit des Agens, ^enn 
man sie nicht als Flächendichligkeit, sondern in dem gewöhn- 
lichen Sinne als liaumdichtigkeit auffasst, unendlich gross ist, 
und es entsteht daher die Frage ob unter diesen Umstanden die 
Gleichung (II) bis in unmittelbare Nähe der Fläche gültig bleibt. 

Wir bilden dazu die zweiten DilfcrentialcocfliciciiLeii der 
Poteütiaifuuctiou , weiche in DV vorkommen. Aus Gleichung 

(76 j ergiebt sich , da der Bruch y~ an der einen oder anderen 

Seite der £bene bis an diese selbst hinan constant ist : 

(82; =dij^tds . 

Femer ergiebt sich aus den Gleichungen (84 ) : 

- — a'äs 



(83) 
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und somit : 



(84) ^-^ehßrt'ds . 

Dieser leUie Ausdruck ist dem io (82) für -^gefundenen gleicb 

und entgegengesetzt , und beide iieljeü bicii somit bei der Addi- 
tion auf, und man erhält : 

/>K=0 . 

Die Gleichung. (II) gilt hiernach an heiden Seiten der Fläche 
bis dicht an diese hinan. In der Flache selbst aber verliert sie 

ihre Bedeutung, weil hier die Grösse sich sprungweise 

ändert. 

8.26. 

Wir wenden uns nun zui Brtrachlunc des alliiemeinen Fai- 
les, wo die Flüche, welche das Agens enthält, ge- 
krUmmt, und die Vertheilung des Agens ungleich- 
förmig ist; indessen wollen wir nicht alle für den einfacheren 
Fall gemachten Entwickelungen anch hier durchführen, sondern 
uns darauf hoschränkcn , den in §. 24 gefundenen Satz allge- 
mein zu beweisen. Wir können denselben folu« ndermaassen 
aussprechen. In irgend einem Puncte P der Fläche sei eine 
Nonnale errichtet; in dieser denken wir uns den Pnnct p be- 
weglich und bezeichnen seinen Abstand vom Fusspuncte P der 
Normale mitn, wobei diese Grösse ander einen Seite der Fläche 
als positiv und an der anderen als negativ gerechnet wird. 
Dann ist : 

)..-(^)_ . 

worin die Indices +0 und ^0 die Grenzwerthe andeuten sol- 

dV 

len, denen sich nähert, wenn der Punctp von der positiven 

oder negativen Seite aus unendlich nahe an die Fläche hinan- 
rückt, und hp den Werth von h im Puncte P darstellt. 
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Die Enlwickclungcn , welche für den Beweis dieses Satzes 
Döthig sind, sind in vieler Beziehung den in §. 47 enlbaltenen 
ähnlich. Wir legen wieder im Puncte P an die Flache eine Tan<- 
gentialebene, und nehmen diese tur oo^Bbene unseres Goor*> 

dinaiensy Siemes, und die Normale zur js-Axe, &o dass ^^und ^ 

gleichbedentend sind. Wir braachen auch hier von der PlHehe 

nur ein sehr kleines aber endliches Sinck um P speciell zu be- 
trachten. Nennen wir nUnilich die Potenliallunclion dieses klei- 
nen Stückes fQr sich allein V*, und die Potentialfunction der 
gesammten Übrigen Plllcbe V*\ so dass 

dV" 

ist, so sind für die in der vorigen Gleichung enthaltenen 

Grenzwerlhe unter einander gleich, dn dieser DilTerenliakiH ffi— 
cient im Puncte P keine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden 
kann. Es ist also : 

©„-(£)-.- • ' 

und wenn daher bewiesen werden kann, dass die Gleichung : 

gilt, so ist damit auch die Gleichuni^ (IV} bewiesen. 

Wenn für ein Fl&ohenelement der bei «dem Puncte (|, 17, 0, 
wo die Dichtigkeit h stattfindet, der Abstand vom Puncte p mit 

r bezeichnet wird, indem 

ist, so hat nnan : 
86) V^eßrdM . 

worin die Integration Uber das betrachtete kleine FlaeiienstUck 
auszudehnen ist. Hierin wollen wir statt h den gleichbedeutend 
den Ausdruck : 

C I • M s 1 ■ • , PolmliainiMiion« 5 
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schreiben, worin wie in §. 17, den Cosinus des Winkels be- 
deutet, weichen die auf doi errichtete Normale mit der 2-Axe 
bildet, eine Grosse, die bei P selbst gleicb K und in der Nähe 
von P wenig ven I abweichend ist. Dadurch kommt: 

woraus wir durch DifTerentiation erhalten ; 

Ferner ist, wenn die Cosinus der Winkel, welche die vorher 
erwähnte Normale auf dio mit der und y-Aze und mit dem 

Leitstrahl r bildet, a, fi und i heissen : 

r 

und die vorige Gleichung geht daher über in : 

(87) ^=,hJ^dio^ehJ^^ dM+eJ(^^-h,f=-^Uu,. 

Die drei hierin vorküimuenden Integrale wollen wir zur 
Abkürzung durch die Buchstaben Fund G bezeichnen, so 
dass die Gleichung lautet : 

(87a) "^=«^p • ^-«-«Äp • • 

Die beiden letzten dieser Integrale erlauben eine andere Be- 
handlung, als das erste, weil in ihnen die zu integrirenden 
Functionen Factoren enthalten, welche beim Puncto P gleich 
Null werden , was in dem ersten nicht der Fall ist. Wir wollen 

daher das Integral E (gesondert und dann die Integrale F und G 
gemeinsam betrachten. 

§. 27. 

Wir fuhren in E statt des Flachenelementes dm, wie in 
§.17, das Element da des körperlichen Winkels ein, und er- 
halten : 
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Um die Wahl des VoneiciMUS eiofodi ausdrQckeo tu k^üiDeik. 
wolto wir die betdeD Seiten der Fliehe, nach welchen die 
Normale n posiliv und negativ gerechnet wird, kun die (^>ositive 

und nesTtive Seite iler Fiacbe nennen. Dauu i>t, \^euii der nach 
dsa geiogieoe Leiistrahi, indem erwächst, die Klaoiie wxn der 
negativen sur positiven Seite durchschneidet, da mit dem Plus- 
lelcben zn nehmen, im anderen Falle mit dem Xinnszetehen. 

Wenn daher p sich in dem negative Theile der Nornuile 
9 befindet, so gilt fOr den ersten Durchschnitt irgend einer Eie- 
mentarpyramide mit der Flache das Plusieichen , ftlr den iwei«- 
len . falls die Fläche so sekrümnU ist, dass zwei Duivhsohnille 
vorkommen, das AliiiuszeicLtü u. s. f. Daraus loigt , wie man 
leicht sieht, dass das ganze Integral den ki^rperlichen Win- 
kel darstellt, nnter welchem der Umfang des be- 
trachteten Flachenstückes vonpans erscheint, nnd 
zwar ist von den beiden kürperlieheu Winkeln, in welche der 
ganze Winkelraum durch die von p aus durch den ümlang i:e> 
l^te Kegelflache getheilt wird, derjenige zu nehmen , in wel- 
chem der Fusspunct P der Normale liegt. 

Beßndel bich p in dem posit i ven Theile der Nuruiale , so 
ist bei jeder Elementarpyramide für den ersten Durchschnitt das 
Minuszeichen , (Ür den zweiten das Pluszeichen u. s. L anzu- 
wenden, wodurch das ganze Integral eine negative Grtfsse 
wird. Der aI>£.olule Werth dieser Grösse stellt wieder den k(>r- 
perlicbeu Winkel dar, unier welchem der Umfang des Fiachen- 
stückes von p aus erscheint , und zwar ebenfalls denjenigen der 
beiden in Betracht kommenden Winkel , in welchem der Fuss- 
punct Plieui. Aus dem letzleren Umstände folgt, dass in dieseiu 
Falle der körperliche Winkel nncli der entgeii^MiucsoUteu »Seite 
za nehmen ist, als im vorigen. Denkt man sidi also iwei Lagen 
von p zu beiden SeiM des Pusspunctes P, aber beide unend- 
lich nahe demselben, und somit auch unter einander unendlioh 

5» 
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(89) 



nahe, so erhält man fUr diese beiden Lagen zwei kiirperiicbe 
Winkel, welche sich lu in erganzen. 

Bilden wir nun die Differenz E^^—E^^^ so ist darin die 
erste Grösse E^^ an sich negativ , und die zweite E^q ist an 
sich positiv, bat ai)er üusserlich das Minuszeichen ; lolgiich sind 
die absoluten Werihe beider Grossen zu addiren, und die Summe 
ist mit dem Minuszeichen zu versehen. Das giebt nach dem, was 
ttber die durch die absoluten Werthe dargestellten Winkel ge- 
sagt ist : 

(88) i?+o-^-0«-*^ • 

§. 28. 

Wir betrachten nun die beiden anderen in der Gleichung 
(87) vorkommeoden Integrale Fund 6. Diese lauten: 

Es soll nun bewiesen werden, dass diese Integrationen bestimmt 
ausführbar sind , und dass , wenn % von einem kleinen nega- 

tiven Werthe durch Null zu einem positiven übergeht, die Inte- 
grale dabei keine sprungweise Aenderung erleiden. 

In dem ersten können wir, wie in g. 1 7, setzen : 

wodurch es tibergeht in : 

Ferner wollen wir in der xy^Ebene statt der rechtwinkligen 

Goordinaten ^ und r] um denselben Anfangspunct die Poiarcoor- 
dinaten u und q> einfuhren, dann ist: 

Istioos^ , i^Btisin^ 

und somit: 



Ly Google 



69 



und wenn wir mittelst dieser Gleichuogeo cos q> und sin ^ aus 

den vorigen eliminircn : 

t di dri 
' rf« ' 'du 

Dadurch nimmt der in F vorkommeode Zähler eioe einfachere 

Form an, nttralicb : 

Endheb kttnnen wir in beiden Integralen fUr das Product ydta^ 

welches die I^rojection des Elementes du) auf die ccy-Ehenc dar- 
stellt, ein Element dieser Ebene setzen, und dann die inlegra- 
tion Uber die Projection des betrachteten Flttchenstückes auf die 
Eliene ausführen. Das Element der Ebene, in Polarcoordinaten 

ausgedruckt, ist ududq)^ und die Gleichungen (89; gehen somit 
Uber in : 

Nehmen wir nun zunächst an , dass die FJflcbe an der be- 
trachteten SteHe nur eine endlicbeKrllmmung habe, und 

dass auch die Dichtigkeit h sich in der Nähe derselben nur all- 
iDäiig ilndere, dass also ihre Differentia Icoef f icienten 
endliche Grössen seien, so Itönnen wir, da diea^Ebene 
im Pnncte P Tangentialebene ist, setzen : 



(90) 



(91) 



dC , 
du 



worin m, m' und n Functionen von ii und q> sind, welche fUr 
kleine Wertbe von u nicht unendlich gross werden. Durch Ein- 
setzung der beiden letzten Formeln in die Ausdrücke (90) geben 
diese tiber in : 
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(92) 



Bedenkt maD hierbei, dass 

r=V«'+(S-=)* 

ist. so sieht man loicht , dass die zu int<^grirenden Functionen 

fUr keine Werthe von u und z unendiich gross werden können, 
uod dass somit die Integrationen bestimmt ausführbar sind. 

Um noch zu zeigen , dass die Ausdrücke beim Durchgänge 
von % durch Null keine sprungweise Aenderung erleiden, wollen 

wir die Grttsse ^ in eine Aeihe entwickein. Die Formel Ton r 

lautet, wenn man darin für J seinen in (91) gegebenen Werth 
setzt : 

Hierin wollen wir die Grösse t mit der Bedeutung 

(98) t= yi^^H^ 

einfahren, dann kommt : 

rs8 y"^— 2»iaM*4-wV 



und daraus folgt weiter: 

-p-=-^(i-l-3m-^— 4m*^-|.etc.) . 

Wenn man diese Reihe, welche stark convergtrt, weil u nur 
kleine Werthe haben kann, in die Ausdrücke (9S) einsetzt, und 
im letzteren derselben auch im Zahler fbr ^ seinen Werth setzt, 

so kann man schreiben : 

FiB JJm'^-dudqt^ jfySwiJn'-^^f^ud^ — etc. 

Auf diese Weise ist jede der Grossen F uad Cr in eine Reihe 
von Gliedern zerlegt, von denen das erste unter den Integral«- 



(94) 
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zeieiien einen Bruch enihall, der im Zäbier in Bezug auf« und 
u TOD demsetban Grade iai, wie im Neoner in Bezog auf wah- 
rend die folgenden Glieder Brüche enlhallen , die im Zahler von 

höherem Grade als im Nenner sind. Diese letzleren Glieder 
lassen sich kurz abmachen. Wenn man von einem derselben 
den Differenliaicoefficienten nach % bilden will, so kann man 
onter den Integralzeichen differentiiren, wodurch dort ein Bruch 
entsteht , dessen Zahler noch von gleichem oder höherem Grade 
als der Nenner ist, und da ein solcher Bruch für keine Werihe 
von z und u uuendJich gross werden kann , so muss auch das 
Integral ixa alle Werthe von % endlich bleiben. Da somit der 
Differentialcoeffictent des betrachteten Gliedes endlich bleibt , so 
kann das Glied selbst beim Durchgaui^e vuti z durch Null keine 
sprungweise Aenderung erleiden. Es bleibt also in jedem der 
beiden obigen Ausdrucke nur das erste Glied besonders zu be- 
handeln , um auch an ihm dieselbe Eigenschaft nachzuweisen* 
Wir wollen diese Grössen mit F' und G' bezeichnen, indem wir 
setzen : 



Statt der ersten dieser beiden Grossen wollen wir noch eine 
andere bilden. Wir bezeichnen den Werth, welchen F' für iSsssO 

annmimt milJ, nümlich: 



Von den beiden Grössen F'— ^ und (7 lässt sich nun leicht 

beweisen , da SS sie, wca n unendlich klei n und Null 
wird, ebenfalls unendlich klein und Null werden 
mttssen. Setzt man nämlich in den unter den Integralzeichen 
stehenden Brüchen für % einen unendlich kleinen Werth » so 



(95) 





und bilden dann die Differenz : 
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werden die lirUchc fllr nlle endlichen Werl he von u unoiuilich 
klein, und nur fUr unendlich kleine Werthe von u nehmen sie 
endiiche Weribe ao, die man leicbi nüber bestimmen kann. Der 
erste Brucb : 

geht, wenn u bis Null abnimmt in den Grenzwerlh t Uber. Oer 
zweite Bruch : 

zu"" 

zeigt ein etwas complicirteres Verhalten. Wenn u soweit ab- 
nimmt, dass es ein unendlich Kleines von derselben Ordnung 
wie s wird , so wird dadurch der Bruch endlich , und wenn u 

noch weiter abnimml, so dass es ein unendlich Kleines von 
höherer Ordnung als z wird, so wird der Druch wieder un- 
endlich klein. Sei nämlich 6 eine unendlich kleine Grösse , und 
setzen wir: 

worin a und b endliche GoefBcienten sind , so geht dadurch der 
vorige Bruch Uber in : 

setzen wir dagegen: 

so geht der Bruch Uber in : 

=— j-O* , 

Das Wesentliche nber, worauf es für unsere Betrachtung an- 
kommt, gilt fUr den einen Bruch so gut, wie fUr den anderen, 
nämlich dass das Intervall von u, innerhalb dessen der Bruch 
einen endlichen Werth hat, nur unendlich klein ist, und dass 
ferner, wenn nian sich denkt, dass der schon unendlich kleine 
Werth von z noch immer kleiner bis Null werde, dann auch 
einerseits jenes Intervall von u , innerhalb dessen der Bruch 
endlich ist, und andererseits die ausserhalb dieses Intervalles 
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stnttfiDdendoD unendlich kleinen Wertbe des Bruches itniner 
kieioer bis Null werden. Daraus folgt, dassy wenn man die in 
^<-i4 und Gt angedeutete Integration nach ti von t«:sO bis zu 

einem beliebigen endlichen Werthe von ii ausführt, man dadurch 
Grossen erhalten muss, die mitjs zugleich unendlich klein und 
NuiJ werden. 

Man kann dieses letzlere Hesullnt ;iuch noch auf eine andere 
Art beweisen , welche vielleicht noch klarer ist. Betrachten wir 
zuerst die Grösse l^^A^ so ist darin der vorher besprochene 
Bruch mit dem Factor m' behaftet, welcher von u abhSngt. 
Wenn nun die Integration nach ti zwischen irgend zwei Grenzen 
ausgeführt werden soll , so kann man sicher sein , dass tias da- 
durch entstehende Integral seinem Werthe nach zwischen den- 
jenigen beiden Integralen liegt , welche man erhtfit, wenn man 
statt der veränderlichen Grösse m ein Mal den grössten W^erlb, 
welchen sie zw Ischen jenen beiden Grenzen von u hat, und das 
andere xVial den kleinsten Werth setzt, und dann die Integration 
ausfuhrt. Wenn man daher findet, dass diese beiden lelzlen 
Integrale unendlich klein oder Null werden, so muss man schlies- 
sen, dass dasselbe auch mit jenem ursprünglich gegebenen Inte- 
grale der Fall ist. Ebenso verhält es sich mit der Grösse G' in 
Bezug auf den Factor n. Nun lässt sich aber in beiden Grössen, 
wenn man filr m' und n constante Werthe setzt, die Integration 
nach u sofort wirklich ausf\lhren. Bezeichnen wir die constan- 
ten Werthe zum Unterschiede mit m\ und n, und inlegrircn von 
u=0 bis u=Uf wo ü irgend einen endlichen Werth bedeuten 
soll, so kommt : 




n 
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Man siebt sogleich aus der Form dieser Ausdrucke, dass sie mit 
% eagleicb uneodljcb klein UDd NuU werden , und zwar fittr eile 
beliebigen Wertlie der constanten Paetoren m\ und , und so- 

ifiii auch für die oben erwähnten erössten und kleinsten Werthe. 
Dcamach luuss dasselbe Resultat auch gUilig bleiben , wenn 
slatt der constanten Warthe wieder die veränderlichen Factoren 
m' und n eingeführt werden, und daraus folgt weiter, dass auch 
die ganzen Grössen F'—A und (7 mit z zugleich unendlich klein 
und Null werden müssen, und dnss daher die Grössen F' und 
G' beim Durchgänge von z durch Null keine sprungweise Aen- 
derung erleiden können. 

Da dasselbe, was hier von P' und G' gefunden ist, sich 
dem oben Gosngten nach auch niif die vollständigen in (94) ge- 
gebenen Ausdrucke von F und G ausdehnen lässt, so könnea 
wir schreiben : 
(»7) / ^+.-^'-.=0 

\ G+o-C-.=0 . 

Gehen wir nun zu der Gleichung (87a) zurück, und berück- 
sichtigen dabei die Gleichung (88), so erhalten wir: 

und daraus folgt weiter die zu beweisende Gleichung (IV) : 

§. 29, 

Bei dem vorigen Beweise wurde vorausgesetzt, dass die 
Krümmung der Fläche an der belrefTenden Stelle endlich sei, 
und auch k sich in der Nähe dieser Stelle nur all mal ig andere. 
Wir wollen nun diese Voraussetzung fallen lassen, und statt der 
Gleißbongen (91) schreiben: 

(»8) i jt^^'^f" 
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worin ffiy m' und n dieselbe Bedeutung haben, wie früher, und 
II und V irgend welche positive Grossen sind. Wenn ^ <4 ist, 

SO wird der DiflereDtialcoefficient ^ , und mit ihm die Krüm- 
mung der Flache für u»0 unendlich gross. Ist v<,\ , so wird 

und daher im Allgemeinen auch — für u = 0 unendlich 

gross. Dessenungeachtet lasst sich beweisen, dass die Gleichung 
(IVJ gültig bleibt, so lange die Grössen fi und v nur angebbare 

positive Wci Llic haben. 

Wir können dabei wieder, nachdem wir die Grossen F und 

^ in Beihon cntwickell haben , unsere Aufmerksanikeii duf das 
erMe Glied jeder Reihe beschränken , denn man erkennt leicht, 
dass , wenn sich fUr dieses Glied die fraglichen Eigenschaften 
nachweisen lassen, (nämlich dass die Integration bestimmt aus- 
fDbrbar ist, und das Integral beim Durchgange von s durch Null 
keine sprungweise Acnderung erleidet) , dann dieser Nachweis 
bei den höheren Gliedern um so weniger Schwierigkeiten haben 
kann. Wir erhallen daher statt (95) die Ausdrucke: 

T-duaq> 

G'» — / / n — — . du dw . 

In den hier vorkommenden Brüchen sind, wenn ili urul y kleiner 
als 1 sind, die Zahler von niedrigerem Grade als die iSenner, 
und die Brüche bleiben daher nicht für alle Werthe von s und ti 
endlich. Indessen Ittsst sich diese Schwierigkeit durch die schon 
in §. 4 S angewandte Art der Umformung beseitigen. Führen wir 
nämlich statt der Veränderlichen u die beiden Veränderlichen u 
und u" ein mit der Bedeutung; 

t/ssswA* und u"^^ , 

so kommt : 



(99) 



-//»- 
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Bei dieser Form der Ausdrücke bleiben die zu integrirenden 

Functionen für alle Werthe von z und von w' und u" endlichf 
und es lassen sich auf diese Ausdrücke dieselben Betrachtungen 
auwendeo , wie auf die Ausdrucke (95) im vorigen § , und man 
erhält daher wieder als Resultat die Gleichung (IV). 

Diese Gleichung htfrt erst dann auf gUltig su sein, wenn die 
Glcicliüiji^en (98) für keine angehbaren positiven Werthe von ju 
und V anwendbar sind. Dabei ist aber zu bemerken , dass die 
meisten Fülle dieser Art schon von selbst von dem durch die 
Gleichung (IV) ausgedrückten Satse ausgeschlossen sind. Bildet 
die FlHche an der betreffende n Stelle eine scharfe Spitze oder 
Kaute, so dass es dort keine bestiuunte Tangentialei)ene giebt, 
80 giebt es auch keine bestimmte Normale, und der Differential- 

cocfficient — — hat daher keinen Sinn. Erleidet ferner die Dich- 
dn 

tigkeit h gerade an der betreffenden Stelle eine sprungweise Aen- 
derung, so hat hp keinen bestimmten Werth und die Gleichuof; 

veiliert dadurch ihre Bedeutung. Ks bleiben also nur solche 
Fälle übrig, wie zu Ende des §. 18 einer als Beispiel angeführt 
ist, welche aber zu specieU sind , um sich einer besonderen Be* 
trachtung zu verlohnen. 

§. 30. 

Ich glaube , dass es zweckmässig sein wird , zum Schlosse 
dieses Abschnittes zur Veranschaulichung der bisher gewonne- 
nen Bosuilate ein bestimmtes Beispiel zu betrachten. Dazu ist 
besooders der Fall geeignet, wenn der wirksame Körper eine 
homogene Kugelschicht ist , weil für eine solche die Potential- 
function eine sehr einfache Gestalt hat, und ausserdem auch die 
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Kenntniss dieses Falles fttr manche andere Belrachtungen Dttts- 
lieh ist. 

Es sei also ein Raum gegcbeo» welcher zwischen zwei con- 
oeDirischen Kugelflächen mit den Radien a und A liegl, und von 
dem wirksamen Agens mit constanler Dichtigkeit k erfüllt ist. 
Um die PoteDttalfunctioD zu bestimmen, wenden wir die in 

gefundene Gleiciiung (III) an, nciuiiich : 

worin das Integral Uber die beiden Kugelfltichen auszudehnen 
ist. Zur Berechnung dieses Integrals fuhren wir Polarcoordinaten 
um den Mittelpunct der Kugelschicht ein , und zwar soll die Ge- 
rtkde vom Mittel puncte nach dem Puncto p als Axe genommen 
werden. 1)(M' Winkel , wck lu'ii der nach einem Flacheneleniente 
d(0 gezogene Und ins mit der Axe bildet, lieisse um! der 
Winkel , welchen die durch die Axe und diesen Radius gelegte 
Ebene mit einer anderen durch die Axe gehenden festen Ebene 
bildet, q>. 

betiaehten wir nun zunUchst die grössere KugelQliche, so 
haben wir für ein Element doi derselben folgenden Ausdruck : 

Um den mit / bezeichneten Cosinus nuszudi ücken , nämlich den 
Cosinus des Winkels, welchen die von p aus nach dem Elemente 
<U» gezogene Gerade mit der Normale oder dem Radii^ bildet^ 
wollen wir den Abstand des Punctes p vom Mittelpuncte mit / 
bezeichnen. Dann ist 

und wir erhalten also als den Theil des Integrales, welcher sich 
auf die äussere Kugelflttche bezieht, und welcher Jheissen m^e: 

Die Integration nach (f, von 0 bis 27C genommen, gicbt ein- 
fach den Factor 2^ . Auch die Integration nach lUsst sich leicht 
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ausfuhren, und wenu maa hierbei für ^ die Greazeo 0 und n 
Dimmt, 80 erhält man : 



T=^[[^£'-e--hAl) y^-+i^+2j;- VlF^i^-^Äil . 



Bei der weiteren Zusatiimenziehung dieser Formel ist noeh eine 

besondere Rücksicht zu nehmen. Die unter den Wurzelzeichen 
Stehenden Ausdrücke sind vollständige Quadrate und die Wur- 
zeln lassen sich daher ausziehen. Dabei mnss für jede Wurzel 
von den beiden dem Vorzeichen nach verschiedenen Werthen, 
welche sie haben kann , immer der positive genommen wer- 
den, denn die Wurzel ist nur ein specieller Werth iles Abstao- 
des Ry und kann als solcher nur positiv sein. Daraus folgt, dass 
die erste Wurzel A-^l ist; bei der zweiton Wurzel aber muss 
ein Unterschied gemacht werden. Wenn p innerhalb der Kugel- 
üdclic lieizl, mIso /<.! ist, so muss man setzen A — h'egt da- 
gegen p ausserhalb der Kugelüache, so dass / >J ist, so muss 
man setzen l^A, Dadurch nimmt die Formel zwei verschiedene 
Gestalten an, deren eine sich auf den ganzen inneren Baum und 
die andere sich auf den ganzen äusseren Raum bezieht, und 
welche wir mit 7^ und bezeichnen Nvolien, nämlich : 



Den auf die kleinere Kcfgelflfiche bezüglichen Theil des gan- 
zen Integrales kannen wir aus dem vorigen leicht ableiten. 

Ausser dass an die Stelle von A jetzt a treten muss, besteht nur 
noch der Unterschied , dass an der inneren Kugeliläche der Ra- 
dius nicht in der Richtung von Mittelpuncte fort, sondern nach 
diesem hin genommen werden muss, um die maassgebende 
Richtuns; der Normale zu erhalten, da die letztere immer noch 
iler Aussenseite des Körpers d. h. nach der Seite des leeren 
Raumes zu nehmen ist. Dadurch ändert der mit.« bezeichnete 
Cosinus und mit ihm dieser ganze Theil des Integrales sein Vor- 
zeichen. Nennen wir diesen Theil des Int^roles I, und zwar. 
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jenacbdem p innerhalb oder ausserhalb der Kugelflache liegt, 



9n 



) 



a" 



9 1' 

Mil Hülfe dieser Werlhe können wir die PolcnlialfuDcUoD 
der Kugelschicht sofort hinschreiben. Dabei sind drei Fälle zu 
unterscheiden, 4} wenn der Punct p sich in dem intieren leeren 
Raume^ also innerhalb beider Kugelflacben befindet, 2) wenn er 
sich in der mil dem Agens erfüllten Schicht selbst, also ausser- 
halb der kleinen und innerhalb der grossen Kugeliläcbe beliiidct, 
3) wenn er sich in dem tf usseren leeren Raum , also ausserhalb 
heider KugelflSichen befindet. Nach diesen verschiedenen Lagen 
sind für T und t die mit dem Index i oder e bezeichneten Wer- 
the zu wählen. Wir wollen die Fotentiailunction für die drei 
verschiedenen Räume mit Vi, und bezeicbnen, dann 
kommt: 



(101) 



m 



8 1 

Diese drei Formeln verhalten sich offenbar sehr verscbie« 
den. Die erste ist von l unabhängig ^ also ist die Potential- 
fttnction innerhalb des eingeschlossenen leeren 

Raumes constant, und die Eraf tcom pon e n ten sind 
somit Null. Die letzte Formel lässt sich in eine andere sehr 
einfache Gestalt bringen. Die Grosse : 

47r 



S 
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stellt das Volumeo der Kugelschicbt, und das Produci derselben 
mii der Bicktigkeit k die in der Schiebt enthaltene Menge des 
Agens dar. Nennen wir diese Menge Q , so kommt : 

•^«-"^ I I 

d. b., da / der Abstand des Punctes p vom Mittelpuncte ist, die 
Potentialfunction im äusseren leeren Räume ist 
dieselbe, als ob die ganze in der Schiebt enthaltene 

M e Ii c des A u, e u s im M i 1 1 c 1 p u u c i e Concentrin w ü r e. 

Diese beiden Sätze für den inneren und äusseren leeren 
Raum bleiben offenbar auch gttltig, wenn nicht die ganze Kugel- 
schicbt homogen ist, sondern nur die einzelnen dünneren 

Schichten , in welche man sie zerlegen kann , und deren Anzahl 
man endlich oder unendlich nehmen kann, homogen sind, d. h. 
mit anderen Worten , wenn die Dichtigkeit k irgend eine Func- 
tion des Radius ist. 

Die zweite Formel lUsst sich foigendermaassen schreiben : 

wr n 7 / i2 12» ^Ttfk i'— O* 

F^=2^fi/c(yp— /*}-♦- . — j — 

und hieraus sieht man sogleich , dass sie eine Zusammensetzung 
der ersten und dritten Formel ist , angewandt auf zwei Kugel- 
schichten , eine mit den Radien A und / und die andere mit den 
Radien / und a. 

Wenn man in den vorigen Formeln aasO setzt, so erhält 

man die Potentialfunction für eine volle Kugel, für welche natür- 
lich nur zwei Formeln gelten, denn die erste , F|, findet keine 
Anwendung, weil kein innerer leerer Raum vorhanden ist. 

Imii anderer specieller Fall, welcher von l)esonderem Inter- 
esse ist, ist der, wenn man die Schicht als unendlich dünn an- 
nimmt} und dabei zugleich die Dichtigkeit k als unendlich gross» 
so dass die in der Schiebt enthaltene Menge des Agens eine end- 
liche Grosse bleibt. Wir wollen für diesen Fall die erste und 
letzte der Foriiielu (iOl; in folgender Weise schreiben: 
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F;=-y-M^-a} 1 . 

Mehmen wir nun an , dass die Dicke A^a unendlich abnehme, 
und sugleich die Dicbligfceil k in demselben Verbattnisse un- 
endlich zunehme, so dass das Product k{A—a) eine bestimmte 

endliche Grösse bleibe, welche h heissen mö£;e, so nahem sich 
beide Ausdrucke bestimmten Grenzw ertben , welche dieselben 
sind, die man erhttlt, wenn man von Vorne herein nur eine ein- 
seine mit dem Agens bedeckte Kugeiflache betrachtet, und unter 
h die Flächen dich Iii» keil veisieiit. Zur Bildung dieser 
Greiizwerthe hat man in den Summen A-k-a und A^-k-Aa-^o? 
SU setzen ulsa, und die Formeln lauten daher: 

Will man in den Gleichuiii^en (101) und (lu2j die Potential- 
fuQCtion als Function recbtvsinkhger Coordinaten haben , so 
braucht man nur die Grösse l durch solche Coordinaten au8zu<- 
drucken. Sind x^y und die Coordinaten des Mittelpunctes 
der Kogelschicbt, so hat man zu setzen : 

Nach dieser Einsetzung kann man leicht die ersten und zweiten 
Bifferentialcoelficienten nach jeder der drei Coordinaten abiei- 
len, und kann die erhaltenen Ausdrücke mit den im Obigen 

fflitgetheilten allgemeinen Sätzen vergleichen. 



ClaitiBi, PMralklAiiicdoii. 
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n. Das Potential. 



§. 31. 

Um den Begriff des FoleDtials und die Uoiie , weiche es bei 
physikalischeD UntersucbungeD spielt^ erläutern zu ktfoDen, muss 
ich von awei PuDdaaieutalsatten der Mechanik ausgehen , näm- 
lich dem Satze von den virtuellen Geschwindigkei- 
ten und dem d'A LEMBt RTSch e n Principe. Es ist hier 
nicht der Ort dazu, diese Sätze zu entwickeln und zu beweisen, 
sondern ich wiU sie nur anfuhren, um die weiteren Betrach-^ 
tungen daran anknüpfen zu können. Dabei will ich sie aber in 
etwas vollständigerer Form aussprechen , als es gewöhnlich ge— 
Schicht) weil es für physikalische Untersuchungen von Wichtig- 
keit ist, genau zu wissen, unter welchen Bedingungen sie gUltig 
sind , und welche Modificationen sie erleiden , wenn die Bedin- 
gungen sich ändern. 

§* 32. 

Es sei irgend ein System von beweglichen Puncten p, p^ , 

P2 etc. gegeben, welche entweder ganz frei nach jeder beliebigen 
Richtung beweglich oder durch gewisse Bedmgungen in ihren 
Bewegungen beschrankt seien. Solche beschränkenden Bedin-* 
gungra können in dem Systeme selbst liegen , wenn die Puncte 
irgend wie unter einander in Verbindung stehen , so dass durch 
die Bewegung einiger Puncte die Bewegung anderer ganz oder 
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theilweise mil bestimmt ist; oder sie können von aussen her 
gegeben sein, wie z. B. wenn ein Pnnct gezwungen ist, in einer 

gegebenen festen FUiehe oder Curve zu bleiben , oder ganic fesl 
an einer Sleile zu verharren , wodurch dann natürlich auch die 
anderen Puncle, welche mit diesem zusammenhängen, entspre- 
chenden Beschränkungen in ihren Bewegungen unterliegen. 

In Bezug auf die beschrankenden Bedingungen findet noch 
ein wesentliolicr Unterschied statt. Wenn ein Punct gezwungen 
ist, in einer festen Flüche zu bleiben, so kann er sich senkrecht 
gegen die Fläche weder nach der einen noch nach der anderen 
Seite bewegen. Denkt man sieb aber, der Punct befinde sich an 
der Oberfliiche eines festen, für ihn undurchdringlichen Körpers, 
so kann er sich in der Hichlung der Normale nach der einen 
Seite , welche nach dem Innern des Rtfrpers gebt, nicht bewe- 
gen, während nach der anderen Seite, welche nach Aussen geht , 
seine Bewesun" frei ist. Ebenso verhält es sich mit der Klee- 
Iricität in einem leitenden Körper, welcher von Nichtleitern um- 
geben ist: ein an der Oberfläche befindliches Electricitätstheil- 
chen kann sich wohl nach dem Innern des Leiters aber nicht 
nach Aussen bewegen. Denkt man sich ferner zwei bewegliche 
Puncle, welche durch eine stnrre Linie unter einander verbun- 
den sind, sü könoen sie sich weder eioander nähern , noch von 
einander entfernen; sind sie dagegen durch einen biegsamen 
Faden verbunden , und nimmt man an , sie seien schon so weit 
von einander entfernt, dass der Faden gespannt sei, so können 
sie sich zwar nicht weiter von einander entfernen , wohl aber 
einander nähern. Ich werde solche Bewegungshindernisse, 
welche nach einer Bichtung hin die Bewegung unmöglich ma- 
chen , nach der entgegengesetzten Richtung aber sie frei lassen, ' 
Bewegungshindernisse mil einseitigem Wider- 
stände nennen; solche dagegen, bei denen jede, zwei entge^ 
gengesetzte Richtungen sich gleich verhalten, so dass, wenn 
nach der einen Seile die Bewegung verhindert ist, sie auch nach 
der anderen Seite nicht geschehen kann, sollen, wo es zur 
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Unterscheidung nötbig ist, Be w egungshiDderuisfie mit 
beiderseUigem Widerstande genannt werden. 

Es mtfge nun das gegebene System von der Lage aus, in 
welcher es ursprOnglich betrachtet wurde, eine unendlich kleine 

Bewej^ung machen, so dass dio einzelnen Puncle unendlich 
kleine WegstUcke zurücklegen. Diese kleinen Wege dUrfen dem 
Vorigen nach nicht als fttr jeden Punct beliebig betrachtet wer- 
den , sondern sie müssen so beschaffen sein , dass sie den be- 
schränkenden Bedingungen, welchen die Bewegungen der Puncte 
unterworfen sind, genut^eii. M.in nennt daher ein solches System • 
von unendlich kleinen Bewegungen, welche jenen Bedingungen 
nach möglich sind, ein System von virtuellen Geschwin- 
digkeiten. Diese Bezeichnung ist aber nicht ganz sweck- 
rofissig, weil durch die Geschwinkigkeiten , mit welchen die 
Puncle sich gleichzeitig bewegen , nur die verhiilinissmässigen 
Längen der kleinen Wege, nicht aber ihre Richtungen, 
welche auch in Betracht kommen, bestimmt werden. Ich glaube 
daher, dass es bezeichnender wäre, von virtuellen Bewe- 
gungen zu sprechen, denn bei dem Worte Bewegung denkt 
man sogleich an Grösse und Richtung, wahrend das Wort Ge- 
schwindigkeit; wenigstens im gewöhnlichen Sprachgebrauche, 
die Richtung nicht mit in sich begreift. 

In den meisten Fällen giebt es für dasselbe System von 
Puncten unendlich viele Systeme von virtuellen Bewegungen. 
W'enn alle vorkommenden BewegunLj;shiiRlernisse solche mit bei- 
derseitigem Widerstande sind , so gehört zu jedem Systeme von 
virtuellen Bewegungen auch das entgegengesetzte, indem die 
Puncte sich sowohl nach der einen als nach der anderen Seite 
* bewegen können. Kommen dagegen Bewegungshindernisse mit 
einseitigem Widerstande vor, so giebt es Systeme von viriuellen 
Bewegungen j welche nach der einen Seite stattfinden können 
und nach der anderen nicht. Wir wollen die erste Art von vir- 
tuellen Bewegungen umkehrbare und die letzte Art nicht- 
umkehrbare nennen. 
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§. 33. 

Es sei DUO Weiler aDgenoromeD,. dass auf die einteloen be- 
weglichen Puncte Kräfte wirken. Wenn auf Einen Punet mehrere 
Kräfte wirken, so kann man diese entweder einzeln betrachten, 

oder sie sich auch in eine Resullanle zusanmn ngesetzl denkeo. 
Diese Kratle werden mit den virtuellen Bewegungen in der 
Weise verbunden, dass man jede virtuelle Bewegung mit der 
in die Richtung der Bewegung faUenden Gomponente der au 
den Punct wirkenden Kraft muItipUcirt, und die dadurch ent- 
stehenden Producte werden die virtuellen Mon»ente der 
Kräfte genannt. Es gehört also zu jedem Systeme von virluellcn 
Bewegungen ein System von virtuellen Momenten. Die einzel- 
nen Momente können positiv oder negativ sein , jenachdem die 
betreffende Kraftcomponente nach der Seite hin gerichtet ist, 
wohin die Bewegung geht, oder nnch der entgegengeselzlen. 

Mit ÜUlfe dieser virtuelied Momente kann man die Bedin- 
gungen, welche erfüllt sein müssen, damit das System von 
Puncten unter dem Einflüsse der auf sie wirkenden Krttfte im 
Gleichgewichte sei, auf einfache Weise durch folgenden Satz 
ausdrucken. Es ist f U r d a s G 1 e i r Ii g e w i c h t n o t h w en- 
dig und hinreichend, dass für alle vorkommenden 
Systeme von virtuellen Bewegungen die Summe der 
virtuellen Momente Null oder negativ Ist. 

Es versteht sich hiernach von selbst, dass für ein um- 
kehrbares System von virtuellen Bewegungen das erslere 
slalifinden muss, dass die Summe der virtuellen Momente ISuH 
ist, denn hätte sie einen angebbaren negativen Werth, so wurde 
man für die umgekehrten Bewegungen einen angebbaren positi- 
ven Werth erhalten , was dem Satze widerspricht. Pflr solche 
Fälle, wo nur umkehrbare virtuelle Bewesiungen vork ii nien, 
kann man daher einfach sagen : es m u s s für a 1 1 e S ) s i e m e 
von virtuellen Bewegungen dieSummeder virtuel- 
len Momente Null sein. Dieses ist die Perm, in welcher 
man den Satz gewöhnlich ausgesprochen findet, indem dabei die 
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Fülle, wo nichtumkehrbare virtuelle Bewei^uni^en vorkommen, 
ausser Acht gelassen sind. 

Um den Satc tnathematiscb auszudrucken, seien <^s, ^s^, 
etc. die kleinen Wege, welche die Puncte bei einem Systeme 
von virtuellen Bewegungen zurücklegen ; ferner , P2 etc. 
die Kräfte, welche auf die einzelnen Puncte wirken , wobei jetzt 
angenommen sein möge , dass , wenn auf einen Punct mehrere 
Ki lle wirken, diese schon in eine Resultante zusariiim ngefasst 
seien ; endlich seien 4jp, q>^ , cpn Winkel zwischen den ^ 

Kräften und den entsprechenden virtuellen Bewegungen. Dann 
werden die virtuellen Momente durch die Producte Pcosg>.SSf 
P, cos^^.d«, etc. dfirgesteill, und man erhält als Ausdruck des 
vorigen Satzes: 

Pcos q>,ds-hPf cos g>^. Ss^-hP^ cos ^j^,^s^-%- etc. < 0 

oder kürzer: 

(103) 2P cos q>. ds <0 , 

worin für den Fall , dass nur umkehrbare virtuelle Bewegungen 
vorkommen, nur das Zeichen = anzuwenden ist, fUr den Fall 
aber, dass auch nichtumkehrbare Bewegungen vorkommen, 
beide Zeichen » nnd < gelten. 

Fttr die Anwendung ist es bequemer, dem vorigen Aus* 
drucke eine etwas andere Gestalt zu geben. Bezeichnen wir die 
Veränderungen , weiche die Coordinaten o?, ^, z des Punctes p 
durch die kleine Bewegung Ss erleiden, mit dx^ öy und Sz, 
und zerlegen w ir die auf den Punct wirkende Kraft P in ihre 
drei in die Goordinatenrichtungen fallenden Gomponenten X, Y 
und Z, so ist, wie sich leicht nachweisen lasst: ' 

Pcosq>.6s = Xöx-i' Yöy-hZdx , 

und entsprechende Gleichungen gelten auch für die anderen 

Puncte, und man erijäll daher sUilL (103) : 

(104) S{Xd(J0^rdy + Zd9)<0 . 



I 
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§. 34. 

Die im vorigen Snize mit dem Namen virtuelles Mo- 
ment bezeichnete Grösse steht in innigem Zusammenhange mit 

einer ;mderen Grösse, welche in der Mechanik eine l)edeulende 
RoiiB spielt. Wenn ein Puncl das Wei^slUckchcn ds zurUcklegt; 
und die in die Richtung des Weges fallende Kraflcomponente 
Pcos q> an allen Puncten des kleinen Weges absolut gleich ist, 
so stellt das Product P cos ^. ^5 die bei derBewegungvon 
der Kraft ge tha oe A r bei t dar. Die hierbei gemachte Vor- 
ausselzung, dassPcos^ seinen Werth während der Bewegung 
nicht ändere, ist aber im Atigemeinen nicht streng erfüllt. Wenn 
die wirksame Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes nach 
Grosse und Richtung verschieden isl, so ist sie auch auf den 
verschiedenen Theiien des UDendiich kleinen Weges nicht als 
absolut gleich zu betrachten; und wenn femer Ös nicht ein 
Stttck einer geraden Linie , sondern ein Stück einer Gurve ist, 
so liegt auch darin ein Grund , weshalb der Winkel (p zwischen 
Kraft und Weg iür die verschiedenen Theile des Weges etwas 
verschieden sein muss, selbst wenn die Richtung der Kraft 
' überall dieselbe wäre. Der vollständige Ausdruck der Arbeit 
lautet daher im Allgemeinen : 

Pcosy. A+4-. etc. 

Das erste Glied dieses Ausdruckes ist dasselbe, was im Vorigen 
das virtuelle Moment der Kraft genannt wurde , und man sieht 
also , dass die von der Kraft bei der kleinen Bewegung getbane 
Arbeit sich von dem virtuellen Momente nur durch eine hinzu- 
kommende Grösse unterscheidet, welclie in Bezug auf die Be- 
wegungsgrösse von höherer als erster Ordnung ist. 

Hiernach kann man den Gleichgewichtssatz auch folgender- 
maassen aussprechen: Pttr das Gleich gewicht ist es 
nothwendig und hinreichend, dass für jedes Sy- 
stem von virtuellen Bewegungen die Summe der 
von allen Kräften gethanen ArbeitsgrOssen entwe- 

9 
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dereio onendlicb Kleines vod höherer als erster 
Ordnung in Bezug a nf die BewegangsgrOssen, oder 
negativ ist. Wenn alle virtuellen Bewegungen umkehrbar 
sincJ, so gilt nur das Erstere, dass die GesaninUarbeit ein un- 
endJicb Kleines von höherer Ordnung sein muss. 

Man kann hei dieser Art den Gleicbgewichtssats auszu- 
sprechen noch eine weitere Angabe hinsnfdgen. Daraus, dass 
die unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung positiv oder 
noiiativ sein können, entsteht der Unterschied des stabilen und 
labilen Gleichgewichtes, und zwar in folgender Weise. Ist für 
alle Systeme von virtuellen Bewegungen die Gesammtarbeit 
aller Kräfte negativ,, so ist das Gleichgewicht stabil; ist sie 
für alle Systeme positiv, so ist das Gleichgewicht labil; ist 
sie endlich, was auch vorkommt, für einige Systeme negativ 
und für andere positiv, so kann man das Gleichgewicht weder 
vollkommen stabil noch vollkommen labil nennen. 

8. 35. 

Aus dem Gleichgewicblssalze iässt sich mit Hülfe des 
n'ALBMBBRT'schen Principes der allgemeine Satz der Be- 
wegung ableiten. 

Dabei müssen wir aber die beschrankenden Bedingungen, 
welchen die BewoL'angcn der Puncle unterworfen sind , zum 
Theil etwas anders betrachten , als vorher. Es wurde un Vori- 
gen angenommen , dass auch Bewegungshindemisse mit einsei' 
tigern Widerstande vorkommen können, von denen vorausgesetzt 
wurde, dass sie einem beliebigen auf sie ausgeübten Drucke 
widerstehen, ohne dnss dabei die Kraft, mittelst deren sie diesen 
Widerstand leisten, in Betracht gezogen wurde. Bei der Bewe- 
gung aber lässt sich die Sache häufig nicht so einfach abmachen, 
denn wenn man z. B. annehmen wollte, dass ein Punct mit 
einer gewissen Geschwindigkeit gegen eine absolut feste Wand 
flöge, so würde daraus eine plötzliche Vernichtung^ der Bewe- 
gung folgen, wie sie in der Natur nicht vorkommt. Wenn ein 
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Körper gegen eine feste Wand ftiegl, se fiDdel eine gegenseitige 
Einwirkung zwischen Wand und Ktfrper statt, welche swar von 

sehr kurzer abei' doch endlicher Dauer ist; \\abreiui dieser Zeit 
erleiden die Bewegungen der Theilc des Körpers gewisse Aende- 
rungen , und auch die Wand bleibt nicht gans in Ruhe , sondern 
gerttth ebenfalls etwas in Bewegung und nimmt dadurch einen 
Theil der lebendigen Kraft des Körpers in sich auf. 

Um diese Wirkung voilstUndig verfolgen zu können , muss 
man die Wand und die Übrigen Gegenstande, mit welchen sie 
in Verbindung steht, selbst als KOrper betrachten, deren Theile 
der Bewegung fähig und dabei mit gewissen Krüften begabt 
sind, welche während des Slosses wirksam werden. Durch die- 
ses Verfahren, welches man in allen anderen ubnlichen Fällen 
ebenfalls anwenden kann , wird das in Betracht kommende be~ 
wegliche System vergrOssert, aber dafUr fallen die Bewegungs- 
hindemisse mit einseitigem Widerstande als solche aus der Be- 
trachtung fort. Es giebl freilich Falle, wo eine Miiche, welche 
einseitig der Bewegung widersteht, ohne erbeblichen Fehler als 
absolut fest betrachtet werden kann ; indessen kann man dieses 
in den betreffenden Fullen lur Vereinfachung der Bechnung be- 
nutzen, ohne dass es ndthig wäre , in der nachfolgenden allge- 
meinen Betrachtung darauf BUcksichl zu nehmen. Wirw ll n 
daher im Folgenden voraussetzen, dass keine Bewegungshinder- 
nisse mit einseitigem Widerstande vorkommen , und dass somit 
alle virtuellen Bewerbungen umkehrbar seien.* 

Wir wenden uns nun wieder zu dem früher betrachteten 
Systeme von beweglichen Puncten, worunter w ir jetzt niaterielle 
Puncto mit den Massen m, m^, % etc. verstehen, und deren 
Coordinaten , welche der Reihe nach x^y^x; (X!^fff^^ S| etc. 
heissen mögen , wir als Functionen der Zeit t betrachten. Wir 
bilden nun fllr den ersten Puncl, auf welchen eine Kraft wirkt, 
deren Compononten X, Y und Z sind, folgende Grössen ; 
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ebenso für den zweiten Punct die Grössen : 

u. s. w. Diese Grössen, welcbe maD die Goniponenten der ver- 
lorenen Kräfte nennt ^ müssen in dem Ausdrucke (404) an 
die Stelle der Gomponenten der gegebenen wirksamen Kräfte 
gesetzt werden. Dadurch erhält man, da von den beiden Zeichen 

=== ihkJ < nur das erslere anzuwenden ist, weil alle viriueilea 
Bewegungen als umkehrbar angenommen werden, folgende 
Gleichung : 

(105) ^[(x-m^)äx-i.(Y-m^)äy+(z-m^)d^\=i>. 

Hierin bezieht sicli d s Summenzeicbeo auf alle Massen , welche 
an der Bewegung tbeilnebmen , auch wenn darunter solche vor» 
kommen , auf die keine der gegebenen Kräfte direct einwirkt, 
wahrend in dem für das Gleichgewicht geltenden Ausdrucke 

(104), wenn nielirere Puncte untereinander in Verbindung sind, 
von denen einige unter der Einwirkung von Kräften stehen und 
andere nicht, nur die ersteren unter dem Summenzeichen ent- 
halten sind. 

Dieses ist die allgemeine Bewegungsj^leichung , welche be- 
kanntlich in der Mechanik von grosser Wichtigkeit ist. Sie bleibt 
auch gültig, wenn die beweglichen Massen nicht In Panctea 
concentrirt sind, sondern Räume stetig ausfüllen, in welchem 

Falle die Summation durcli eine Integration zu ersetzen ist, was 
nach gewissen Umformungen des Ausdruckes geschehen kann. 

§. 36. 

Wir wollen nun die Gleichung (405) dazu anwenden, den 
Satz von der Aequi Valens von lebendiger Kraft und 
mechanischer Arbeit abzuleiten. 

Dazu müssen wir zunitchst w ieder Uber die beschranken- 
den Bedingungen , welchen die Bewegungen der Puncte unter- 
worfen sind, sprechen. Bei den Betrachtungen tlber das Gleich- 
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gewicht konnte es als von selbst verständlich angesehen werden, 

dass diese Bedins^nngen der Art seien , dass durch sie aliein 
Ikeine Bewegung der Puncte veranlasst werden könne. Wenn 
also z. B. von einem der Puncte angenommen wurde, dass er 
gezwungen sei , in einer gegebenen Fläche zu bleiben , so wurde 
diese Pitiche als fest und unveränderlich vorausgesetst, denn 
wenn die Flache sich bewegte oder mit der Zeit ihre Gestalt än- 
derte, so wUrde dadurch allein schon eine Bewegung des Punc~ 
tes bedingt sein , so dass die zum Gieicbgewichle- gehörige Buhe 
nicht möglich wäre. Bei den Betrachtungen Uber die Bewegung 
dagegen brauchen solche Fälle nicht ausgeschlossen zu werden, 
denn man kann sehr wohl die Bewegung eines Punctes betrach- 
ten , weicher sich in einer bewegten Flüche befindet und deren 
Bewegung mitmacht, und ausserdem in der Fläche durch die auf 
ihn wirkende Kraft noch besonders bewegt wird. 

Mathematisch ist die Bedingung, dass ein Punct, dessen 
Coordinaten rr. z heissen, in einer festen Flüche bleiben muss, 
darzustellen durch eine Gleichung von der Form ; 

, Fix, a) = 0 ; 
dagegen die Bedingung^ dass der Punct in einer Fläche bleiben 
muss, die selbst beweglich oder mit der Zeit veränderlich ist, 
durch eine Gleichung von der Form : 

F{Xf y, j5, =s 0 . 
In ähnlicher Weise kann man den Unterschied zwischen den 
beiden Fällen, ob in den gegebenen Bedingungen schon der 
Grund zu Bewegutiizi n lieiil oder nicht, allgemein dahin aus^ 
sprechen , dass die Gleichungen , welche die Bedingungen dar- 
stellen , im ersteren Falle ausser den Goordinaten der gegebe- 
nen Puncte noch die Zeit oder andere von der Zeit abhängige 
Grossen, im letzteren Falle dagegen nur die Goordinaten der 
l'uncto als Veränderliche enlhalten. 

Diese beiden Falle unterscheiden sich wesentlich durch die 
Art, wie die wirklich stattfindende Bewegung mit den virtuellen 
Bewegungen zusammenhängt. Wenn man aus Bedingungpglei- 
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chungen , welche die Zeit enthalten , die virtuellen Bewegungen 
bestimriton will, so muss man die.ses ftir einrn bestimmten Zeit- 
inoraent thuu, und die Zeit ist daher bei dieser Hechnung als 
eine constante Grösse zu bebandelo. Sei x. B. eine solche Glei- 
chung, welche die Goordinaten einer Ansabl von Fanden und 
ausserdem die Zeit enthält, in folgender Form gegeben: 

(106) F(aj, y, 07, 0=0 , 

so erhiilt man daraus für die virluellen Bewegungen zur Zeit t 
folgende GleicbuDg: 

(107) ^dx+-1^dy+^öz+^^dx,+ =0 , 

worin nur Differeotialcoeflßcienten nach den Goordinaten der 

Puncte vorkommen. Betrachtet man dagegen die Bewegungen, 
welche die Puncte während der unendlich kleinen Zeit von t bis 
t'^dt wirklich ausführen , und deren ProjecUonen auf die Goor- 
dinatenaxen äx^ dy, d«, etc. heissen mtfgen , so muss man 
fbr diese eine Gleichung bilden, in welcher die Yeründening der 
Zeit mit berücksichtigt ist, nifmiich: 

(1*8) ^dx+-^dy+^dz+-^^dx,+ + —dt=0. 

Hieraus sieht man , dass in einen» solchen Falle wo die gege- 
benen Bedingungsgleichungen die Zeit enthalten, die fUr dx, öy, 
d»^ dx^ etc. geltenden Gleichungen verschieden sind von den 
Air Sxy dy, Sz^ dx^ etc. geltenden , und dass daher das System 
von Bewegungen, welche die Puncle während der kleinen Zeit 
von t bis t-hdt wirklieb ausführen, im Allgemeinen mit keinem 
der Systeme von virtuellen Bewegungen , welche fUr die Zeil t 
gelten , identisch sein kann. Enthalten dagegen die gegebenen 
Bedingungsgleichungen die Zeit nicht, so i^llt in den ftlrtfo;, dy, 
dz, dx^ elc. gelteiKkn Gleichungen das letzte Glied, welches 
den DiÜerentialcoeiflt ii nten nach / als Factor hat, fort, und 
dann stimmen diese Gleichungen mit den für dx, dy^ öz^ dx^ 
eic. geltenden Qberein, und iUr diesen Fall muss daher das Sy- 
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Stern der wirklich statifindenden Bewegungen eiEis der vielen 

Systeme von virluellen BeweguQgen sein. 

Auf den zuletzt genannten Fall beziehl sich nun unser Satz 
von der Aequivalenz von lebendiger Kraft und mechanischer 

Arbeit, und ich will die Voraussetzunij;, vuii welcher wir bei 
seiner Entwickelung ausgehen niQssen, und auf welcher daher 
auch seine Gültigkeit beruht, hier noch einmal aussprechen. 
Die Bedingungsgieichungen, welchen die Bewegun- 
gen der Puncte unterworfen sind, dQrfen als Ver- 
änderliche nur dieCoordinaten der Puncte enthal- 
ten; oder wie man es dem Vorigen nach auch ausdrucken 
kann : in den gegebenen Bedingungen darf nicht selbst schon 
der Grund zu Bewegungen liegen, d. h. es dürfen in ihnen nicht 
iuiplicite Kräfte enthalten sein, welche ebenso wie die explicite 
gegebenen Kräitc Bewegungen hervorrufen und die vorhandenen 
Bewegungen beschleunigen oder verzögern können« 

Unter dieser Voraussetzung muss die obige Gleichung (105), 
welche für jedes System von virLuellen Bewegungen gilt, auch 
gültig bleiben , wenn man statt der virtuellen Bewegungen die 
während der Zeit ät wirklich ausgeführten Bewegungen setzt, 
welche ja mit einem der Systeme von virtuellen Bewegungen 
zusammen fallen müssen. Um bestimiut anzudeuten , dass sich 
die Bewegungen auf die Zeit dl beziehen, wollen wir statt dx^ 
d^t vollständiger schreiben : 



Durch Substitution dieser Grössen an die Stelle von da;, dy, d;s 
gebt (105) Uber in: 



wofbr wir bei etwas anderer Zusammenfassung der Glieder 
schreiben können ; 



dt=0 , 



(109) ^m(: 



dx d^x , dy d*y dz d^z 



dt' ä^'^dt '<U*'^dt' <U\ 
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Hierin können wir die linke Seite einfacher aosdrOcken. 

Bezeichnen wir die Gescbwindigkeil des ersten Punctes zur Zeit 
I mit t? , 50 isl : 

und daraus folgt : 

d(v*) q/ dx^ d'x dy d^y 

«"""v dt ' dt^ '^HT' de dt ' di^') » 
und die entsprechenden Gleichungen müssen auch für die Ge- 
schwindigkeiten aller Übrigen Pimete gelten* Durch Anwendung 
dieser Gleichungen geht (109) Uber in : 

Der hier auf der Imken Seite stehende Ausdrurk liisst sich so- 
fort integriren, und wir wollen dieses von irgend einer Anfangs- 
zeit bis zur Zeit t ausfuhren , wobei wir die zur Anfangszeit 
stattfindenden Geschwindigkeiten der Puncto mit t'^, (v^)^^ (t'^lo 
etc. bezeichnen. Auf der rechten Seite können wir die Integra- 
tion vorläufig nur andeuten. Es kommt also: 

(111) T^'«''*-f^^t>J=fc(A'f 

Diese Gleichung enthUll den gesuchten Satz, und es koinint 
nur noch darauf an die Bedeutung der aiif i)eiden Seiten befind- 
iichen Ausdrücke naher anzugeben. Wenn eine Masse m sich 

milder Geschwindigkeit!; bewegt, so nennen wir 4-^*^^ <iie le- 

bendige Kraft der Masse*) ; demnach \&\,~2mv^ die lebendige 

Kraft des ganzen Systemes von Blassen , und die linke Seite der 

Gleichung bedeutet die Zunahme der lebendigen Kraft, welche 
wahrend der Zeil von bis t in dem Systeme stattgefunden hat. 
Was ferner die rechte Seite anbetrifll, so ergiebt sich aus dem, 
was in §. 34 gesagt ist, dass der Ausdruck: 

0 etwas abweteheml von der früher übllcheD BezeichnQngBwetiie, 
nach welcher mv* die lebendige Kraft genannt wurde. 
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wenn man von unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung ab* 

sieht, die Arbeit hedoulel, welche die auf den Punct wirkende 
Kraft während der Zeit dt thut; und dementsprechend stellt die 
rechte Seile der vorigen Gleichung die von allen in dem Systeme 
wirksamen RrSften während der Zeit von bis t gelhane Arbeit 
dar. Folglich iHsst sich die Bedeutung der Gleichung so aus- 
sprecheu: die wahrend irgend einer Zeit in dem 
Systeme entstehende Vermehrung der lebendigen 
Kraft ist gleich der während derselben Zeit von den 
wirksamen Kräften gethanen Arbeit. 

§. 37. 

Wir sind sowoIjI Ixmih Gleichgew ichte als auch bei der Be- 
wegung zu Gleichungen gelangt, welche die mechanische 
Arbeit enthalten y und müssen nun den Ausdruck, welcher die 
letztere darstellt, etwas näher betrachten. 

Bezeichnen wir die von bis t in dem Systeme gethane 
Arbeit mit T, so lai: 

Hierin sind die Kraftcomponenten X, Y und Z erstens von den 
Coordinaten der beweglichen Puncto abhängig, denn die auf 
einen Punct wirkende Kraft kann an verschiedenen Stellen des 
Raumes verschieden sein ; ferner können sie direct von der Zeit 
abhangen, indem die wirksamen Kräfte mit der Zeit verönder- 
iich sein können ; ausserdem können sie von dem augenblick- 
lichen BewegUDgssustande des Systemes abhängen, wie es z.B. 
bei der vom Luftwiderstande herrührenden Kraft der Fall ist, 
welche von der Geschwindigkeit des bewegten Körpers abhängt. 
Da nun aber die Coordinaten der Fuacte und alle mit der Be- 
wegung zusammenhängenden Grossen, welche in den Kraft* 
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susehen sind) so kann man auch die Rraftcomponenten selbst 

als Funclionen dieser einen Veränderlichen belrachten, und 
daraus folgl weiter, da.ss der ganze zu inlegrirende Ausdruck 
sich ebenfalls als Function der Zeit allein darstellen lassen muss. 
Demnach ist die in unserer Gleichung vorgeschriebene Integration 
immer möglich , sobald die Bewegung hinlänglich bekannt ist, 
um die Zurückführung des Ausdruckes auf eine Function der 
Zeil wirklich bewerkstelligen zu können, indem es sich dann 
nur noch darum handelt eine Function von Einer Veränderlicheo 
nach dieser Yerfinderlicben zu integriren. 

Es giebt aber auch PHlle, wo diese ZurQckfbhrung nicht notb- 
wendig ist, sondern wo man das Integral in der Form : 



schreiben , und die Coordinaten als von einander unabhängige 
Veränderliche betrachten kann , und die Integration doch aus- 
führbar bleibt; und diese Fttlle sind für die Physik von beson- 
derer Wichtigkeit. 



' Dahin gehiirt zunächst der schon früher in §. 5 bebandelte 

Fall, wo die Krüfte, welche auf einen be weiblichen 
Punct wirken, sich zerlegen lassen inanziehende 
und abs tossende Kräfte, welche von festen Puncten 
des Raumes ausgehen und ihrer Stärke nach irgend 
welche Functionen der Entfernung sind. 

Rs seien p', p^, etc. solche feste l'uncle mit den Coordi- 
naten x'y y'y z ; x\ , y\ , z\ etc. und von den beweglichen 
Puncten sei vorläufig nur Einer p mit den Coordinaten x, y, % 
zur Betrachtung ausgewählt. Die Entfernung swisehen p und 
p heisse r', so dass man hat: 



(113) r'^Yl^'-^f-^^y -y)^Mz-zf , - 

und die Kraft, mit welcher p' auf j» wirkt, werde durch f{r) 




§. 38. 



Digitized by Google 



97 



dargestellt, und sei aoziehend oder abstosseud, jenacbdem diese 
Function positiv oder negativ ist. Ebenso sei der Abstand swi- 
flohen p und f\ mit r\ nnd die von p\ au8§;ehende Kraft mit 
fy[r\) bezeichnet u. s. f. Wenn man dann folgende neue Func- 
tionen bildet 

etc. 

uud daraufsetzt: 

(114) Ü^F{r')-^F^{r[) + etc. =2F{r) , 

so ist die Kraftfanction für den Punct p, und man bat : 

In Folge dieser Gleichung kann man schreiben : 

und da U eine Grosse ist, welche nur die Coordinalen a?, y, js als 
Verdttderlicbe enthält, so ist der hier rechts stehende Ausdruck 
ihr vollstSddtges Differential » welches kurz mit tfC/ bezeichnet 
werden kann , und somit ist die geforderte Int^g;raUon ohne 
Weiteres ausführbar, indem man erhält: 

(115) / [Xdx^ Ydy^Zdz) « Jdü= 17+ Const. 

Hat die Bewegung des Punctes p von einem gegebenen An- 
fangapuncte aus stattgefunden, dessen Goordinaten x^^y^, %^ 
beissen mögen, und nennen wir den Werth , welchen die Func- 
tion U an dieser Stelle hat, U^y so gilt für die Arbeit , welche , 
bei der Bewegung von dort aus bis zu dem Puncle x^y^» von 
den wirksamen Kräften gethan ist, die Gleichung : 

(116) r«»f7«üi . 

Daraus folgt, dass bei dieser Art von Krallen, wenn der An- 
langs- und Endpunct der Bewegung gegeben sind^. die Arbeit 
vollständig bestimmt ist, ohne dass man den Weg, auf welchem 
der Punct von der einen Stelle zur anderen gelangt ist, zu ken- 

Glau KiuSt'Poleniiairauction, 7 
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nen braucht. Ja man kann noch mehr sagen : es brauclieii nur 
die beiden Niveauflächen , in welchen der Anfangs- und End- 
punct liegen , und welche bekaontlicb besliaimten Werlhen der 
Function U entsprechen , gegeben la sein , um die Arbeit vell-* 
stilndig bestimmen zu können. 

Die vorstehenden Betrachtungen können w ir nun leicht auf 
den Fall ausdehnen, wo nicht blos Ein beweglicher Punct 
sondern ein ganzes System beweglicher Puncte pj etc. 
gegeben ist, wahrend die Kräfte, welche auf sie wirken, wie 
vorher von den festen Pancten p' , p[ , p'^ etc. ausgehen. In die- 
sem Falle gilt fllr jeden der beweglichen Puncte eine Kraflfiinc- 
tion der vorher besprochenen Art, und wenn man diese der Keibe 
nach mit ü, , etc. bezeichnet so kann man schreiben : 

= d(r;+t;,-i-rj-hetc.). 

Die hier auf der rechten Seite in Klammer stehende Summe 
kann man auch in luliicnder Weise bezeichnen: 

(117) u-^U^-^ü^^ elc. = ^F(r ) 

worin aber das Summenzeichen eine weitere Bedeutimg hat, 
als in der Gleichung (1 H) , indem es nicht blos soviele Glieder 
umfasst, als feste Puncto vorhanden sind, sondern soviele, als es 
Gomhinationen von je einem beweglichen mit einem festen Puncto 
giebt. Die obige Gleichung lautet demnach : 

(118) XiKdoD'k' Yd^^Zda) » d2P(/) . 

Der zu integrirende Ausdruck ist also auf die Form eines voll- 
ständigen Differentials zurückgeführt, und damit ist die Ausführ- 
barkeit der Integration bewiesen. 

8. 39. 

Ein anderer Fall, welchen wir zu betrachten haben, ist der,* 
wo die beweglichen Puncte unter einander selbst 
anziehende oder abstos sende Kräfte ausüben, wel« 
che ihrer Stttrke nach irgend welche Functionan 
der Entfernung sind. 
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Der Abstand dar beiden Ponote p und , deren Goordina- 

tcn aj, y, a und o^j, y,, siud, heisse r, so dass man bal: 

und die Kraft, welche sie auf einander ausüben» sei durch gt{r) 
bezeichnet. Diese Kraft wirkt auf beide Puncto mit gleicher 

Starke und in ontgegengeselzler Richlung, und sie kommt daher 
in der Formel für die Gesammlarbeil zweimal vor, erslens am 
Pancte f>, wo ihre Componenten sind : 

und xweitens am Puncte P| , wo ihre Componenten sind : 

Nun bat man in Folge von (119) : 

^ Mä und — =-.-2r£L 

dx r dc^ r 

und mnn kann daher, wenn man noch die Function 0(r) mit 
der liedeulung: 

einfUlii L) schreiben : 

Entsprechende Gleichungen gellen .uich für die Componenlcn 
nach der y- und js-Bichtung » und die sechs Gompoucnten der 
beiden entgegengesetzten Kräfte werden daher durch folgende 
Differentialcoefficienten dargestellt : 

4^r) . d4»{r) . d^jr) . 
<te . ' dy ' d» » 

cl*{r) d*f^{r) . d<f>{r} 

Nimmt man nun aus der ganzen Summe 

den Theil heraus, welcher sich auf diese bekieo entgegengesets- 
tan Krüfte besieht, so lautet derselbe : 



/ 
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uDd dieses ist, da r nur von den sechs Grössen Xy 3, a^,, t/,, z, 
abhängt, und daher auch rds eine Function dieser sechs 

Grossen zu betrachten lät, ein vollständiges DiÜereDlial , wofUr 
man einfach d<2>(r} schreiben Viaoo. 

Ebenso giebt jede swischen 2wei beweglichen funclen wir- 
kende Kraft sechs Glieder, welche zusammen ein vollständiges 
Differential bilden. Man kann daher, wenn nur solche Kräfte 
vorkoiumen, welcbO' die beweglichen Functe uuler einander 
ausUben, schreiben : 

(120) 2(Xdx^Ydy-^Zdz) asd^M+d^^lrJ-*- etc. 

= dfa)(r) + a)j(ri)+ elc] 

worin die an der rechten Seite angedeutete Summe soviele GIie~ 
der enibült , als sich aus den beweglichen Puncten Gombioatio^ 
nen zn je zweien bilden lassen. Es ist somit auch fbr diesen 
Fall die Integrirbarkeit des fraglichen Ausdruckes nachgewiesen. 

§. 40. 

NirniiU luan iiuw cndlicii den ImII .'in . d;isi> die beiden be- 
trachteten Arten von Kräften gleichzeitig wirken , dass also die 
beweglichen Puncto Anziehungs- und Abstossungs- 
kräfte sowohl von festen Gentren aus erleiden, als 
auch unter einander selbst ausüben, so braucht man 
nur die beiden vorher gewonnenen ResuUalc zu vereinigen. 
Man erhält dann : 

(121) Ydy^liU) ^ dSP{r') +(i2(Z>(r) 

-idpF(r')+^0(r)] 
worin sich auf der rechten Seite die erste Summe auf alle Gom- 
binatiünen je eines beweglichen Punctes mit einem festen runcie, 
und die zweite Summe auf alle Gombinationen der beweglichen 
Puncto unter einander zu je zweien besieht. 

Nach dieser Gleichung können wir die Arbeit, welehe wSh- 
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reod ii^end einer Bewegung des bewegtieben Systemes von allen 
in ihm wirkeamen Klüften gelben wird, sofort hinschreiben. 

Bezeichnen wir für die anfängliche Lage der Puncle die EnUer- 
Qungenresp. mit r«, (r^)^, (rs^eio. uodmUr^, (rj^, (r^)«elc., 
80 komml: 

(IM) r»»(r')+5«(r)-JF(r;)-:P©(rJ . 
Man branchl also auch In diesem complicirteren Pelle sur Be- 
stimmung der Arbeil nur die anfänjilicbe und die schliessliche 
Lage der Puncto zu keunen, ohne Uber die Art, wie eio aus der 
einen Lage in die andere gekommen sind, eiwas tu wissen. 

§. 41. 

Wir wollen nun die vorher gemachten Au na hin en in der- 
selben Weise weiter speciaiisiren , wie wir es in §• 6 und 7 ge- 
tban haben , am von der allgemeinen Krafifunetion sur Poten- 
tialfunction zu gelangen. Es soll nämlich angenommen werden, 
da SS sich in den Punctcn, welche auf einander 
wirken, gewisse Mengeu von Agentien befinden, 
welche die Wirkung austtben und erleiden, und 
dass ferner die Kräfte dem Quadrate der Entfer- 
nung umgekehrt proportional seien. 

Die in den beweglichen Punclen p^p^y p^ etc. befindlichen 
Mengen seien 9, q^t q% etc.^), und die in den festen Puncten 
p', p\ , p^ etc. befindlichen Mengen q', q\ , 9^ ete. Die Kraft, 

welche die Mengen q und q\ welche um die Strecke r' von ein- 
ander enifernt sind, auf einander ausüben, wird durch 




dargestelit, worin e ein Factor ist, welcher von der Natur der 



I) Für dis Id deo PoDCtea baOndücheo Mangeo der wirkiameo Ageo- 
4ieD tiod aodere ZeiolieD gowSblt« als für die In deoeelbeo Punclen hellod- 
llcben materieUen Massen, welche mit m, 01« , «*• ^le. beteiobnet wurden, 
weil nürnlich die Agentien, welche die Kräfte ausüben , von den Massen, 
welche dadurch in Bewegung gesetst werden, verschieden sein kennen. 
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Ageolieo oiid von 4mi gnwahlun EinbeHcD MOngL Nehmen 
wir an , dass alle auf einander wirkenden A y ntien w» dersel* 

ben Nalur seien , und dass zwiscljeü ihnen nur solche Unter- 
schiede vorkommen , die &icb dadurch ausdrücken lassen , dass 
man die Mengen ibeils positiv ibeils ne^liv io Rechnung bringt, 
so ist jener Factor fttr alle trorkenmienden Conbinationen von 
zwei Hengeo gleich , und wir haben ihn oben fbr diesen Fall 
zum LnWrächiede mit e bezeichnet. 

Wir erhalten demnach Air die Function, welche die Kraft 
zwischen swei Mengen ansdrOckt, die Form : 

und daraus folgt: 

Bilden wir nun die in den Gleichungen (H7} und {118} vor- 
kommende Summe 2P{r) , für weiche wir in diesem Falle ein 
besonderes Zeichen W* einfahren wollen, so erhalten wir: 

(123) w=s ^-^y , 

worin das Summenzeichen alle Conibinalionen je einer der Men- 
gen q mit einer der Mengen q umfasst, und r der zu jeder 
Gombination gehörige Abstand ist. 

Diese Grösse IV^ ist d a s P o t e n l i a i d e s S y s l e ni e s der 
9' auf da s System der q. Da in ihr die Mengen q und q in 
ganz gleicher Weise vorkommen, so kann man sie auch das 
Potential des System es der 9 auf das System der 9', 
oder auch das Potential der beiden Systeme auf ein- 
a ü d e 1 nennen. 

Man kann die vorige Summe in der Weise zerlegen , dass 
man immer die Glieder, welche eine nnd dieselbe Menge des 
Systemes der q enthalten , zasammenfasst und daraus Partial^ 

summen bildet, welche man dann noch addiren muss um die 
Gesaountsumme zu erhallen. Diese Farliaisuuuneu lauten, wenn 
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man jedesmal die allen Gliedern gemeinsame Menge vor das 

Sumiuenzcicheu seUt : 

eq^-f ; eq.^-tr ; etc. 

f. % 

worin die verschiedene Bezeichnung der Abstände r, r',, rjt etc. 
andeuten soll, dass in jeder Summe die Abstände von dem 
Puncto aus gerechnet werden niQssen, wo sich die vor dem 

Suminenzcicben stehende Menge befindet. Nun sind aber die 
Grössen : 

die Werthe der Potentialf unction des Systemes der 9' an 
den Pnncten, wo sich die Mengen 9t 9s ®tc. befinden, und 
wir wollen diese Werthe dem Froheren entsprechend mit 

V[t Fj etc. bezeichnen, dann lauten jene Partialsummen : 

und dadurch geht der Ausdruck füi* das Potential Uber in : 

Man kann statt dieses Ausdruckes auch den ihm analogen schrei- 
ben , welcher entsieht, wenn man die beiden Systeme unter 
einander verlauscbt. Sei nämlich V die Potentiaifunctton des 
Systemes der q an der Stelle, wo sich eine der Mengen q' befin- 
det, so ist : 

(124a) W^Sq'V . 

Wenn die Agentien , welche auf einander wirken , nicht in 
einzelnen Puncten concentrirt sind , sondern Räume stetig aus- 
ftUlen, so muss man sie in Elemente zerlegen , und statt der 
Summenseichen Integralieichen einführen. Dadurch erhalt man 
an Stelle der Gleichung (483] : 

(125) W^^fß^ 

worin sich die eine Integration Uber das ganze Agens q und die 
andere Uber das ganze Agens q' erstreckt. Durch Einführung 
der Poientiaifunction des einen oder des anderen Agens erhält 
man: 
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Wir betrachlen nuD in derselben Weise die Kräfte, 
weiche dio Ii esta ndtheile des be wegl i c hen S y s t e- 
111^9 aul oinauder ausüben. Geben wir zuerst wieder von 
dm FiRUe aus, dass einzelne Mengen 9, , etc. des Agens in 
INincten ooncentrirt sind^ so ist ohne Weiteres klar, dass die in 
Ji^O) vorkommende Summe ^<I>(r) , welche wir für unseren 
jt»Uig6n Fall mit VF bezeichnen wollen, folgende Form annimmt: 

(1«) W^E^!^ . 

worin das Summenseichen sieb auf alle Gombinationen der Men** 
gen q zu je zweien bezieht, und r die betreflfonden Abstände 
bedeutet. Diese Grosse ist das Potential des Systemes 

dergaufsich selbst. 

Für den Fall, dass das Agens einen Raum stetig aasfUUt, 
muss man setzen : * 
(128) w^yfßsht. , 

worin die Integration zweimal Uber dasselbe Agens auszuführen 
ist. Bedeutet V die Potentialfunction des betrachteten Agens an 

der Stelle, wo sich eins seiner eigenen Elemente dq befindet, so 
geht der vorige Ausdruck Uber in : 

a29) ^^t/ • 

Der Factor r welcher in diesen Ausdrücken enthalten ist, 

obwohl er sich in den entsprechenden Ausdrucken (425} und 
(126) nicht findet, musste in diesem Falle desshalb hinzugefügt 
werden, weil in den Integralen jedes Produet aus zwei Elemen- 
ten dq^n und dq^ doppelt vorkommt, ein Hai in der Anordnung 

^^m^Qn andere Mai in der Anordnung rf^^ rf^,^, wäh- 

rend es in dem Potentiale nur einmal vorkommen darf. 

Ausser diesem Umstände ist bei den Formeln für W noch 



Digitized by Google 



iOö 

ein anderer Umstand zur Sprache zu bringen. Unler den un- 
endlich vielen -Gombinationen von je zwei Elementen, welche 
jene Integrale in sich begreifen, kommen auch solohe vor, welche 
nidit zwei verschiedene Elemente , sondern zweimal dasselbe 

Element enthalten, und man kann daher fragen, 1) ob das Vor- 
handensein dieser Conibinationen , bei denen der im Nenner 
siehende Abstand Null wird, Überhaupt noch eine bestimmte 
Ausführung der Integration zulässt, und d) ob diese Gombina- 

tionen mit in das Potential gehören oder nicht. 

Beide Fragen lassen sich am leichtesten beantworten, wenn 
wir die in (439) gegebene zweite Formel von W betrachten, 

weil wir die darin vorkommende Function V schon oben voll- 
ständig bebandelt haben , und daher die Transformationen, 
welche bei der in (4^8) gegebenen ersten Formel nOtbig waren, 
nicht mehr auszuführen brauchen. Dabei versteht es sidi dann 

von selbst, dass, was für die zweite Formel gilt, auch für die 
erste gelten muss, da jene in vereinfachter Form ganz dasselbe 
ausdrückt wie diese. 

Wir wissen aus dem Früheren , dass die Potentialfunction 
auch im Innern des von dem Agens stetig erfüllten Baumes 
Uberall einen endlichen Werth behält , und demnach muss auch 

das Integral Jl dq einen voilstandig bestimmten endlichen Werth 

haben, wodurch die erste Frage entschieden ist. Was ferner die 
zweite Frage anbetrifft, so haben wir in Gleichung (32) die Po- 
tenlialfunctioD in folgender Form dargestellt : 

VssekJJ^rdrda , 

worin da tlas Element des körperlichen Winkels ist* In dieser 
Form ist der Abstand r nicht nur aus dem Nenner verschwun- 
den, sondern er koniruL sogar im Zähler vor. Daraus folgt, dass, 
wenn man sich um den Punct, auf welchen sich die Potential- 
function bezieht, und weldier in dieser Formel zugleich der 
Mittelpunct der Polarcoordinaten ist, einen unendlich kleinen 
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Kaum abgegrenzt denkt, es auf den Werth von V nur einen \wu 
endlich kleinen tilinnuss haben kiinn, ob man bei seiner lierech- 
DUDg die in diesem kleinen Räume entbaltene Menge des Agens 
berttcksichtigt eder nicht. Demnach können wir auch bei dem 

Integral Jvd^ sagen, es macht nur einen unendlich kleinen Unter- 
schied, ob bei der Boslimmung von V die kleine Menge dq inii- 
gerechoel oder fortgelassen ist^ und wenn man annimmt, dass 
das letalere geschehen sei, d. h. dass in den verschiedenen Glie- 
dern Vdq^ ^i<^9i ^n^9ni ^«Iche in dem Integrale 

vorkommen, die Werthe von T, V^ immer so be- 
stimmt seien, dass dasjenige Element, mit welchem die Poten- 
tialfunction multiplicirt ist , in ihr selbst nicht vorkommt , so 
fallen dadurch aus dem Integrale die Gombinationen , welche 
zweimal dasselbe Rlement enthalten , fort. Da somit die Beibe- 
haltung oder Ausschliessung dieser Comhinationen den Werth 
des Integrals nur um eine unendlich kleine Grösse andern kann, 
so dürfen wir das Integral als den richtigen Ausdruck des Po- 
tentials betrachten, ohne auf die Frage, ob diese Gombinationen 
eigentlich in das PoleoLial gehören oder nicht, einzugehen. 

§. 43. 

Mit Hülfe der so definirten Potentiale lassen sich nun die 
Arbeitsg rossen auf folgende Weise darstellen. 

Wenn ein Agens, dessen Theile beweglich sind, seien diese 
Theile nun in einzelnen Punclen concentrirt , oder durch einen 
Raum stetig verbreitet, sich unter dem Einflüsse eines festen 
Agens bewegt, so wird die Arbeit, welche dabei von den Kräf- 
ten des letzteren gelhan wird, dargestellt durch dit; Zunahme 
des Potentials des festen Agens auf das bewegliche. Bezeichnen 
wir also dieses Potential wie oben mit W\ und seinen Anfangs- 
werth mit Wi , so ist die Arbeit : 

Ebenso wird die Arbeit derjenigen Klüfte, welche die Theile 
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des bewedioben Amna auf einander aasBben , daraesieill durdt 
die Zunahme des Potentials des beweglichen Agens auf sich 

selbst, welches oben mit )F bezeichnet wurde , und der Aus- 
druck fUr diese Arbeit ist daher : 

w-w, . 

Wenn man endiich 1 eide Arten von Kräften berücksichtigen 
Willy so muss man auch beide Potentiale anwenden , und erhfilt 
als Ausdruck der Arbeit: 

In diesem Falle kann man die Sache aber auch noch anders 
ausdrücken. Denkt man sich nSmlich noch das Potential des 

festen Agens auf sich selbst gebildet, welches W" heissen möge, 
so ist die Summe W-hW-^W" das Potential des gesaramten 
Agens ^ des festen und beweglichen zusammen, auf sich selbst. 
Bei der Bewegung des beweglichen Agens bleibt nun das Poten- 
tial des festen Agens auf sich selbst unverändert , und der 
Ausdruck für die Arbeit ändert daher seinen Werth nicht, wenn 
man dieses Potential darin mit aufnimmt, und schreibt : 

Wenn man also das feste und bewegliche Agen$ zusammen als 
ein Ganzes betrachtet, und dessen Potential auf sich selbst bil- 
det, so stellt die Zunahme dieses Potentials die Arbeit aller wirk- 
samen Klüfte dar. 



Schliesslich müssen noch Uber die Rolle, welche das Poten- 
tial bei Untersuchungen über das Gleichgewicht spielt, einige 

Worte hinzu gefügt werden. 

Es ist im Obigen gesagt, dass es zuut Gleichgewichte noth- 
wendig und hinreichend sei , dass bei jedem Systeme von vir- 
iaellen Bewegungen die von den wirksamen Kräften gethane 
Gesaromtarbeit ein unendlich Kleines von höherer Ordnung oder 
negativ ist. Wenn nun die wirksamen Kräfte der Art sind, dass 
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fbre Arbeit dareh die Zonafame eines Potentials dargestellt wird, 
wobei eine Alinahme des Poieniiftls als negative Zunahme zu 
rechoen ist, so lautet jene BediDgong: fUr jedes System 
von virtuelleo Bewegungen musa die Ver^loderang 
des PoteDlia U entweder ein onendlrch Kleines von 
höherer Ordnung sein, oder i n einer Ab nähme iie- 
stehen. 

^Attcb hier entsteht daraus, dass die Veränderungen, wetclic 
unendlich klein von bi^berer Ordnung sind, sowohl positiv sls 
negativ sein, d. h. in Zunahme oder Abnahme des Potentials 
bestehen können , der Unterschied des stabilen und labilen 
Gleichgewichtes. Wenn fHr alle Svhieme von virtuellen Bewe- 
gungen nur negative Veränderungen des Potentials mOgtich sind, 
so ist der Werth des Potentials ein Maximum ; wenn nur posi- 
tive Aenderungen vorkommen , so ist er ein Mmimum ; wenn 
endlich bei einigen Systemen von virluellen Bewegungen die 
Veränderungen negativ und bei anderen positiv sind , so ist der 
Werth des Potentials weder allgemein ein Maximum noch all- 
gemein ein Minimum. Daran schliesst sich nun der beim Gleich- 
gewichte vorkommende Unterschied in folgender Weise an. Der 
Fall, wo das Potential ein Maximum ist, enlsprichl dem sta- 
bilen, und der Fall, wo das Potential ein Minimum ist, dem 
labilen Gleichgewichte, während In solchen Fallen wo das 
Potential weder allgemein ein Maximum noch allgemein ein Mi- 
nimum ist, auch das Gleichgewicht weder vollständig stabil noch 
vollständig labil ist. 



Dniek von Bicitkopf und Hftiiel in Lcipxlc. 
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